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Résumé

Lorsque nous raisonnons sur les relations entre régions
dans I’espace, les frontieres des entités dont nous nous oc-
cupons peuvent dans certains cas ne pas &tre connues avec
certitude. Nous parlons alors de régions indéterminées, i.e.
nous parlons de couples (a;,a,) de régions tels que a; C
a,. Les relations primitives entre les régions indéterminées
(ay,ay) et (by, by) sont déterminées par les différentes possi-
bilités qu’il y a de situer dans 1’espace les régions a,, a,, b;
et b, tout en préservant les contraintes a; C a, et by C b,.
Elles sont au nombre de 46. Dans cet article, nous analy-
sons les propriétés algébriques de ces relations primitives.
Nous analysons également la complexité de la résolution de
contraintes qualitatives qu’elles permettent d’exprimer.

Abstract

When we reason about the relationships between re-
gions in space, the boundaries of the entities we deal with
may in some cases not be known with certainty [7]. We
are then talking about indeterminate regions, i.e. we are
talking about couples (a;,a;) of regions such that a; C a,.
The primitive relations between the indeterminate regions
(a1, ay) and (by, b,) are determined by the different possibil-
ities of locating the regions a, a,, by and b, while preserv-
ing the constraints a; C a, and b; € b,. There are 46 of
them. In this article, we analyze the algebraic properties of
these primitive relations. We also analyze the complexity of
the resolution of qualitative constraints that they allow one
to express.

1 Introduction

Le paysagiste concevant un jardin d’agrément, 1’archi-
tecte planifiant la construction d’un batiment, le décorateur
préparant la scéne d’un théatre, tous doivent trouver une
solution a un méme probléme : exprimer les rapports entre
certaines régions de I’espace et agencer ces régions de ma-
niere a satisfaire les rapports exprimés. Quelles régions de

I’espace et quelles relations primitives entre elles doivent-
ils considérer ? De nombreuses raisons les convaincront de
considérer que les régions de I’espace qui les intéressent
sont les fermés réguliers de ’espace des réels. C’est que,
dans tout espace topologique, les fermés réguliers consti-
tuent une algebre de Boole. Voila pour le choix des entités
primitives. Mais quid des relations primitives entre ces ré-
gions ? La premiere des relations qui s’impose a I’esprit est
la relation d’inclusion : le parterre est situé au centre du
jardin, la salle de réunion est logée au cceur du batiment,
les tableaux sont accrochés au milieu du mur de la scéne
de théatre.

La relation d’inclusion ne sauraient résumer a elle seule
les rapports entre fermés réguliers dans un espace topolo-
gique. Il faut parfois distinguer la relation de chevauche-
ment — qui est vérifiée entre deux régions lorsque les ou-
verts qu’elles définissent ont une intersection non-vide —
et la relation de contact — qui est vérifiée entre deux ré-
gions lorsqu’elles ont une intersection non-vide. La rela-
tion de contact permet, avec la relation d’égalité, de dé-
finir un jeu de 8 relations binaires constituant une parti-
tion de I’ensemble des relations possibles entre les fermés
réguliers non-vides des espaces topologiques. Ces 8 rela-
tions sont les relations de 1’algebre qualitative RCCS et
ont connu un destin plutdt singulier [13, 19, 24, 25, 26].
RCCS8 possede de nombreuses variantes (RCC5 [15, 26],
BRCCS [30], Cc et L° [16, 17, 18, 28], etc) et a été ap-
pliquée a de nombreux domaines (conception architectu-
rale [14], navigation de robot [12, 13], systemes d’infor-
mations géographiques [9, 10], etc).

Une variante de RCC8 a propos de laquelle peu de
choses ont été écrites est la variante Egg-Yolk [11]. Elle
a été également considérée, sous des formes diverses,
par [4, 5, 8,27, 31]. Dans cette variante, il est admis que les
frontiéres des régions dont nous nous occupons ne peuvent
pas étre connues avec certitude. Aussi, les entités primiti-



ves de la variante Egg-Yolk sont-elles des couples (a;,a)
de régions RCCS tels que a; € ap : les éléments de a,
sont les points de I’espace qui appartiennent certainement a
I’entité et les éléments de a, sont les points de I’espace qui
appartiennent peut-étre a ’entité. Les relations primitives
entre des entités (aj, ay) et (b, by) de ce type sont détermi-
nées par les différentes possibilités qu’il y a de situer dans
I’espace les régions RCCS ay, ay, b; et b, tout en préservant
les contraintes a; C ap et by C b,. Elles sont au nombre
de 46. Dans cet article, nous analysons les propriétés algé-
briques de ces relations primitives. Nous analysons égale-
ment la complexité de la résolution de contraintes qualita-

tives qu’elles permettent d’exprimer.

2 Algebre des régions indéterminées

Soit X un ensemble non-vide.

2.1 Opérations sur les régions indéterminées

Une région indéterminée de X est un couple (a;, ay) de
parties de X tel que a; C a5 : les éléments de a; sont les
points de X qui appartiennent certainement a 1’entité re-
présentée et les éléments de a, sont les points de X qui
appartiennent peut-&tre a ’entité représentée. Nous dirons
qu’une région indéterminée (ai,a,) de X est précise ssi
a; = ay. Soit IR*(X) I’ensemble des régions indéterminées
de X. Nous définissons sur TR*(X) les opérations uy (arité
0), lx (arité 1), Tx (arité 1), =x (arité 1), +x (arité 2) et -x
(arité 2) de la fagon suivante :

— ux = (0,%),

— (an, @)% = (a1, ay),

— (a1, @)™ = (a2, a2),

— (@1,@)™ = (X \ a2, X\ ay),

— (a1, @) +x (b1, b2) = (a1 U b1, a2 U by),
— (a1, a2) x (b1,b2) = (a1 N by, a2 N b).

uy représente la région indéterminée a propos de laquelle
nous ne savons rien : aucun point de X ne lui appartient
certainement et tout point de X lui appartient peut-étre.
Pour toute région indéterminée (a;, a,) de X, (aj, ax)¥* re-
présente la région précise constituée des points de X ap-
partenant certainement a (a;, ay) et (aj, ap)™x représente la
région précise constituée des points de X appartenant peut-
étre a (aj, ap). Concernant 1’opération *yx, sa définition ré-
pond au principe de dualité entre les adverbes “certaine-
ment” et “peut-€tre” : un point de X appartient certaine-
ment au complément de la région indéterminée (a;, a,) de
X lorsqu’il n’appartient pas peut-étre a (a;,ay) et un point
de X appartient peut-étre au complément de la région indé-
terminée (a;,a,) de X lorsqu’il n’appartient certainement
pas a (a1,az). Enfin, pour ce qui est des opérations +x et
-x, des commentaires semblables peuvent étre effectués.

2.2 Algebres concretes

Les opérations que nous venons de définir vérifient
bien-siir un certain nombre de propriétés, mais lesquelles ?
Quel type d’algebre est la structure algébrique concrete
(IR*(X), ux, Lx» Tx, *x, +x, x) ? Tout d’abord, puisque X
est non-vide, alors

— uf(x * uL".
Soit Oy = uix etly = u;’(. Bien entendu, Ox = (0,0)et 1y =
(X, X). Remarquons au passage que si les régions indéter-
minées (aj,ay) et (b1, by) de X sont précises alors les ré-
gions (ay, a)™, (a1, ax) +x (b1, by) et (ay, az)-x (b1, by) sont
précises aussi. Pour tout (a;, ay) € IR*(X), soit (a1, ax)” =
(a1, a))¥ et (a1,a;)* = (a1, a)'. Clairement, pour tout
(a1, @), (b1,by) € IR*(X),

— (@) = (@, a) et (@, a)™ = (@, a),

l T
— (a1,a)"™ = (a1, ax)Tx et (a1, a)™ ™ = (a1, a)',

—(al,az)’l‘xix = (a,a)™™ et (aj,a)™™* =
(a1, a)¥™,

— (a1 @) +x (b1, b)Y = (a1, @)™ +x (b1, by)¥x et
(a1, @) +x (b1, b)) = (ar,a2)™ +x (b1, b))%,

— ((a,a) x (bi,bo))"™ = (ai,a)" x (bi,by)" et
(a1, @) -x (b1, b)) = (a1, @)™ x (by, by)'*.

De plus, (IR%(X), +x, -x) est un treillis distributif tel que
pour tout (a;, ay) € IR*(X),

— (a1,a2) +x Ox = (a1, az) et
— (a1, a2) 'x 1x = (a1, a).
Egalement, pour tout (a1, as) € IR*(X),

— (@, @)™ +x (@,a)™™ = 1y et (a,a)™ +x

(a1, an)™ ¥ = Iy,

— (an,a)% x (aj,a)*™ =
(a1, ax)™ ¥ = Ox.

D’autre part, pour tout (a;, a;) € IR*(X),

Ox et (ar,a)™ x

— (a1, @)™ +x (a,a)™ = (a1, @)™ et (a1, a)™ -y
(ar,a)™ = (ar, ax)"*.
Finalement, pour tout (a;, ay), (b, b2) € IR*(X),
— si(ay, a)¥* = (b1, b2)™ et (ay, ax)™ = (b1, by)'* alors
(ar,az) = (b1, by).

2.3 Algebres abstraites

Soit (A, u, |, T, *,+,) une structure algébrique abstraite
de type (0,1,1,1,2,2). Nous dirons que (A, u, ], T, *,+,")
est non-dégénérée ssi

— ut =l
Soit 0 = ut et 1 = u'. Pour tout a € A, soit a~ = a' et
a* = a'. Nous dirons que (A, u, |, T, *, +, -) est fermée ssi
pour tout a, b € A,

— all =alet alT =al,



— aTl =al et aTT = aT,

— at=a"eta’ =d',

— (@+bl=at+blet@a+b) =da" +07,

_ (a-b)l =al.p! et(a-b)T =a' b,
Nous dirons que (A, u, |, T, *, +, -) est standard ssi (A, +, -)
est un treillis distributif tel que pour tout a € A,

—a+0=aet

—a-1=a.
Nous dirons que (A, u, |, T, *, +, -) est parfaite ssi pour tout
a€A,

—at+aT=1leta +a*t =1,

—daT=0etal-a*t =0.
Nous dirons que (A,u, |, T, *,+,-) est monotone ssi pour
touta € A,

— at+a' =aveta'-a' =dt.
Nous dirons que (A4, u, |, T, *, +, -) est adéquate ssi pour tout
a,beA,

— siat =btetal =b" alorsa = b.
Nous dirons qu’une structure algébrique de type
(0,1,1,1,2,2) est normale ssi elle est non-dégénérée,
fermée, standard, parfaite, monotone et adéquate. De tout
ce qui précede, il s’ensuit que pour tout ensemble non-

vide X, (IR*(X),ux, Lx, Tx,*x,+x,x) €st une structure
algébrique normale de type (0,1,1,1,2,2).

2.4 Plongement injectif

Soit (A, u, |, T, *,+,-) une structure algébrique normale
de type (0,1,1,1,2,2). Par conséquent, (A,u, |, T,*,+,)
est non-dégénérée, fermée, standard, parfaite, monotone et
adéquate. Nous allons construire un ensemble X non-vide
tel que (A,u,],T,*, +,-) peut étre injectivement plongée
dans (IR*(X), ux, Lx, Tx, *x, +x, -x). Pour tout a € A, soit
a =aeta" =d.SoitB=1{a* : acAeta € {—+}}.
Soit Op (arité 0), 15 (arité 0), = (arité 1), +p (arité 2) et -
(arité 2) les opérations sur B définies de la fagon suivante :

— Op =ut,
_ IB:uT,
- a*B :a*’

— a+gb=a+b,
— a-gb=a-b.

Puisque (A, u, |, T, *, +, -) est non-dégénérée, fermée, stan-
dard et parfaite, alors (B, 0p, 15, *p, +5, ') €st une algebre
de Boole non-dégénérée. Par conséquent, pour tout a,b €
B,a+gb = bssia-gb = a. Nous définissons sur B la
relation binaire <z de la fagon suivante :

— a<pbssia+gb=beta-pb=a.

Puisque (A, u, |, T, *, +, -) est monotone, alors

Lemme 1 Pourtouta € A, a- <g a®.
Puisque (A, u, |, T, *, +, -) est adéquate, alors

Lemme 2 Pour tout a,b € A, sia” = b~ eta* = b* alors
a=h.

Puisque (B, 0p, 15, *p, +3, -p) est une algebre de Boole non-
dégénérée, alors <p est une relation d’ordre sur B telle que
pourtouta,b € B,a+pb = supsg{a,b} eta-gpb = inf, {a, b}.
Nous dirons qu’une partie F' de B est un B-filtre ssi pour
touta,b € B,

— lg€eF,
— siae Feta<gbalorsbeF,
— sia€e Fetbe Falorsa-gbeF.

Nous dirons qu’un B-filtre F' est propre ssi Op ¢ F. Nous
dirons qu’un B-filtre F propre est premier ssi pour tout
a,b € B,sia+gb € Falorsa € F,oub € F. Pour tout
a € B, soit [a)g = {b € B : a <p b}. Il est bien connu que
pour tout a € B, [a)p est un B-filtre et si a # Op alors [a)p
est propre. De plus, pour tout a € B et pour tout B-filtre
propre F, sia ¢ F alors il existe un B-filtre premier G tel
que a ¢ G et F C G. Par conséquent, pour tout a,b € B, si
a £p b alors il existe un B-filtre premier F tel que a € F et
b ¢ F. Clairement,

Lemme 3 Pour tout B-filtre premier F, Og ¢ F et 13 € F.

Soit X I’ensemble de tous les B-filtres premiers. De tout ce
qui précede, il s’ensuit que X est non-vide. Pour touta € A
et pour tout @ € {—, +}, soit h*(a) = {F € Xp : a” € F}.
Clairement, pour tout @ € A et pour tout B-filtre premier F,
' eFssiadteF,al' e Fssial e F,a' € Fssial € F
eta'l € Fssial € F. Par conséquent,

Lemme 4 Pour tout a € A, h™(a@Y) = h(a), h*(@}) =
h™(a), k™ (a") = h*(a) et " (a") = h*(a).

De plus, pour tout a € A et pour tout B-filtre premier F,
at e Fssia' ¢ Feta*! € Fssial ¢ F. Par conséquent,

Lemme 5 Pourtouta € A, h(a*) = Xg\h*(a) et h*(a*) =
Xg \ h (a).

Egalement, pour tout a,b € A et pour tout B-filtre premier
F,(a+b)} e Fssial € F,oub' € Fet(a+b)' € F ssi
a' € F,oub' € F. Par conséquent,

Lemme 6 Pour tout a,b € A, h™(a+b) = h™(a) Uh™(b) et
h*(a+b) = h*(a) U h*(b).

Finalement, pour tout a, b € A et pour tout B-filtre premier
F,(a-b)} eFssiat e Fetb' e Fet(a-b)' e Fssia' e F
etb! € F. Par conséquent,

Lemme 7 Pour tout a,b € A, h™(a-b) = h™(a) N h™(b) et
h*(a - b) = h*(a) N h*(b).



Pour tout a € A, soit h(a) = (h™(a), h* (a)).

Lemme 8 Pour tout a € A, h(a) est une région non-
déterminée sur Xp.

Démonstration : Soit a € A. Supposons que /(a) n’est
pas une région non-déterminée sur Xp. Par conséquent,
h™(a) ¢ h*(a). Soit F € Xptel que F € h™(a) et F ¢ h*(a).
Par conséquent, a- € F et a* ¢ F. Puisque F est un
B-filtre, alors a~ £ a* : contradiction avec le lemme 1. H

Lemme 9 Pour tout a,b € A, si h(a) = h(b) alors a = b.

Démonstration : Soit a,b € A. Supposons que h(a) = h(b)
et a # b. Par conséquent, h~(a) = h™(b) et h*(a) = h* (D).
De plus, par le lemme 2, a~ # b~,oua* # b™".

Cas a= # b~. Puisque <p est une relation d’ordre sur B,
alors a- £p b™, ou b~ £p a . Sans perte de généralité,
supposons que a~ £ b™. Soit F est B-filtre premier tel que
a € Fetb™ ¢ F.Parconséquent, F € h™(a) et F ¢ h™ (D).
Par conséquent, 4~ (a) # h™(b) : contradiction.

Cas a* # b*. Semblable au cas précédent. -

Lemme 10 1. h(u) = ux,.

2. Pour tout a € A, h(a") = h(a)*s et h(a") = h(a)™s.

3. Pour tout a € A, h(a*) = h(a)**s.

4. Pour tout a,b € A, h(a + b) = h(a) +x, h(b).

5. Pour tout a,b € A, h(a - b) = h(a) -x, h(D).
Démonstration : (1) Conséquence directe du lemme 3.
(2) Conséquence directe du lemme 4.

(3) Conséquence directe du lemme 5.

(4) Conséquence directe du lemme 6.
(5) Conséquence directe du lemme 7. 4

De tout ce qui précede, il s’ensuit que

Proposition 1 /& est un plongement injectif de (A,u, ],
T,%,+,-) dans (IR*(Xp), ttxy, Lxy Txgs #Xp0 +Xp5 "Xs)-

3 Algebre des relations primitives

Soit X un ensemble non-vide.

3.1 Régions qualitatives

Une région qualitative de X est une partie non-vide a
de X. Concernant les positions relatives de deux régions
qualitatives, il parait raisonnable de s’arréter aux relations
DR, PO, PP, PPI et EQ définies de la fagon suivante :

— DR(a,b)ssianb =0,
— PO(a,b)ssianb+0,a¢ beta? b,
— PP(a,b)ssiaCbeta b,

— PPIl(a,b)ssiaf beta2b,
— EQ(a,b)ssia=b.

Nous obtenons donc un jeu de 5 relations primitives, DR,
PO, PP, PPI et EQ, parmi lesquelles EQ est la relation
identité. Ce sont les 5 relations primitives de RCCS5 [15,
26]. Soit As ’ensemble de ces 5 relations primitives.
Quelles opérations peuvent &tre définies sur les éléments
de As ? Soit A € As. 1l existe une seule relation primitive
B € As, dénotée A™! et appelée transposition de A, pour
laquelle il existe des régions qualitatives a et b telles que
B(a,b) et A(b, a). Soit A, B € As. 1l existe un plus petit en-
semble R C As de relations primitives, dénoté A o B et ap-
pelé composition de A et B, tel que pour tout C € As, s’il
existe des régions qualitatives a, b et ¢ telles que C(a, b),
A(a,c) et B(c,b) alors C € R. Une partie de As est appelée
relation complexe de As.

3.2 Régions indéterminées qualitatives

D’une certaine fagon, la variante Egg-Yolk que nous
allons étudier constitue une intégration étroite de RCC5
a la Wolfl et Westphal [29]. Des régions qualitatives
a; et ap telles que PP(a;,a;) définissent une région
indéterminée qualitative dénotée (a;,a;). Une relation
atomique potentielle entre régions indéterminées qua-

litatives est une matrice A = A An dont les
Ay Axn
coefficients sont dans {DR, PO, PP,PPI,EQ}. Nous

dirons que la relation atomique potentielle A entre ré-
gions indéterminées qualitatives est consistante ssi il
existe des régions indéterminées qualitatives (a;,ay) et
(b1, b)) telles que pour tout all i,;j € {1,2}, A;j(a;,b)).
46 relations atomiques potentielles entre régions indéter-

minées qualitatives sont consistantes — ( DR DR )

DR DR |
DR DR DR PO DR PP DR PP

( DR PO )( DR PO )( DR PO )( DR PP )
DR DR DR PO DR PP DR PP

( PO PO )’( PO PO )’( PO PO )’( PO PP )’
DR DR DR DR DR PO

( PPI PO ) ( PPI PPI ) ( PPI PO )
DR PO DR PP DR PP

( PPI PPI ) ( PPI PO ) ( PPI PP )
DR PP DR PP PO PO

( PPl PPI ) ( PPI EQ ) ( PO PO )
PO PP PO PP PO PO

( PO PO ) ( PO PP ) ( PPI PO )
PO PO PO PP PO PP

( PPl PPI ) ( PPI PO ) ( PPI PP )
PO PP PO PP PP PP

( PPI PPI ) ( PPI EQ ) ( PO PO )
PP PP PP PP PP PP

( PO PP ) ( PP PP )’ ( PPI PO )’



PP PP PP PP PP PP

( PPI PP ) ( PPI PPI ) ( PPI EQ )
PP PP PPI PO PPI PO

( EQ PP ) ( PPI PO ) ( PPI PPI )
PPI PP PPI PP PPI PP

( PPI PO ) ( PPI PP ) ( PPI PPI )
PPI PP PPI PPI PPI EQ

( PPI EQ ) ( PPI PPI ) ( PPI PPI )
EQ PP EQ PP EQ PP

( PPI PO ) ( PPI PP ) ( PPI PPI ) ot

( IEPQI g; ) — parmi lesquelles IfPQI gg ) est

la relation identité. Soit Aue 1’ensemble des relations
atomiques potentielles consistantes. Soit A € Aye.

Proposition 2 Si B est une relation atomique potentielle
telle que pour tout i, j € {1,2}, B;; = A]".il alors B est consis-
tante.

Démonstration : Supposons que B soit une relation ato-
mique potentielle telle que pour tout i, j € {1,2}, B;; = Ajfl.l.
Puisque A € Ay, alors A est consistante. Par conséquent,
il existe des régions indéterminées qualitatives (a;, a;) et
(b1,by) telles que pour tout i, j € {1,2}, Aj(bj,a;). Par
conséquent, pour tout i, j € {1, 2}, A;i' (ai, bj). Puisque pour
tout i, j € {1,2}, Bj; = AJTI.I, alors pour tout i, j € {1,2},
Bij(a;, bj). Par conséquent, B est consistante. -

Comme le lecteur peut lui-méme le constater, il existe
exactement une relation atomique potentielle consistante
B € Ay, dénotée A™! et appelée transposition de A, telle
que pour tout i, j € {1,2}, B;; = A]‘.l.l.

Proposition 3 A~! est 'unique relation atomique poten-
tielle consistante B pour laquelle il existe des régions indé-
terminées qualitatives a, b telles que B(a, b) et A(b, a).

Démonstration : Puisque A € Ay, alors A est consistante.
Par conséquent, il existe des régions indéterminées quali-
tatives (aj, ay) et (by, by) telles que pour tout i, j € {1,2},
Aji(bj,a;). Par conséquent, pour tout i,j € {1,2},
A;.i'(ai,bj). Puisque pour tout i,j € {1,2}, B;; = A]‘.l.l,
alors pour tout i, j € {1,2}, B;j(a;,b;). Pour ce qui est
de l'unicité, supposons que B’ € HAue soit telle qu’il
existe des régions indéterminées qualitatives a’ et b’
telles que B'(a’,b") et A(b',a’) et B” € Ay soit telle
qu’ile xiste des régions indéterminées qualitatives a’’ et
b" telles que B”(a”,b”) et A(b”,a”). Par conséquent,
pour tout i, j € {1,2}, B} ,(a;, b)) et A;i(b;, a;}) et pour tout
i,j € {1,2}, B;}(al’.’,b}’) et Aj,-(b;.’,a;’). Par conséquent,
pour tout i, j € {1,2}, B;j(alf, b;) et Ajfl.l (a;, b}) et pour tout
i,j € {1,2}, Bj(a},b7) et Ajfil(alf’,b}’). Par conséquent,
pour tout i, j € {1,2}, B;j = AJ‘.I.l et pour tout i, j € {1,2},
B:; = A]Til. Par conséquent, pour tout i, j € {1,2}, Bl’.j = Bl’;

Par conséquent, B = B”. 4

Soit A, B € Ays.

Proposition 4 Si C est une relation atomique potentielle
telle que pour tout i, j € {1,2}, C;y € Cip o PPI, Ci» €
Ci1oPP,Cyj€ PPoCyjetCyj€ PPloCy et pour tout
i, j,k € {1,2}, C;; € Ay o By alors C est consistante.

Démonstration : Supposons que C soit une relation
atomique potentielle telle que pour tout i,j € ({1,2},
C,‘J € Ci,2 o PPI, C,*’Q € C,‘,l o PP, Cl,j € PPo C2,j et
C27j € PPl o Cl,j et pour tout i,j,k e (1,2}, Cij €Ay o Bk]
Dans ce cas, le réseau de contraintes RCC5 suivants (a
6 variables xj, x2, y1, Y2, 21, z2) est chemin-consistant :
XiAixyk, YiBrjzj, xiCijzj, x1PPxa, y(PPy;, z1PPz.
Puisqu’il est atomique, alors il est aussi consistant. Par
conséquent, la relation atomique potentielle C est consis-
tante. -

Comme le lecteur peut lui-mé&me le constater, il existe
une plus petit ensemble R C Ay de relations primiti-
ves, dénoté A o B et appelé composition de A et B, tel
que pour toute relation atomique potentielle C entre ré-
gions indéterminées qualitatives, si pour tout i, j, k € {1,2},
C,'j €Ay o Bkj alors C € R.

Proposition 5 A o B le plus petit ensemble R C Ays de
relations primitives tel que pour toute relation atomique
potentielle C entre régions indéterminées qualitatives, s’il
existe des régions indéterminées qualitatives a, b et c telles
que C(a,b), A(a,c) et B(c,b) alors C € R.

Démonstration : Soit C une relation atomique potentielle
entre régions indéterminées qualitatives pour laquelle il
existe des régions indéterminées qualitatives a, b et ¢
telles que C(a, b), A(a,c) et B(c,b). Par conséquent, pour
tout i, j,k (S {l, 2}, C,’j(ai, bj), Aik(a,-, Ck) et Bkj(Ck,b]'). Par
conséquent, pour tout i, j, k € {1,2}, C;; € Ay o Byj. H

Une partie de Ay est appelée relation complexe de Aye.

3.3 Représentations faibles

Soit Rs I’ensemble des relations complexes de As. Bien
entendu, Card(Rs) = 2°. Pour tout R, S € Rs, nous définis-
sons

— 0=0,

— —R=As\R,

— RUS =RUS,

— id = EQ,

— R'={A"": AeR),

— RoS=U{AoB : AcRetBeS).



Proposition 6 (Rs,0, —, U, id,”!, o) est une algébre de re-
lations faiblement représentable, c’est-a-dire qu’il existe
un ensemble U non-vide et une fonction ¢ : Rs —s 2U*U
tels que ¢(0) = O et pour tout R,S € Rs, p(—R) = 2V*U \
¢(R), p(RUS) = ¢(R)U@(S), ¢(id) = Idy, o(R™) = p(R)™!
et (R oS8) 2 ¢(R) o @(S).

Démonstration : Soit U = Z. Pour tout R € Rs, soit ¢(R)
I’ensemble des couples (a, b) de régions qualitatives de Z
pour lesquels il existe A € R tel que A(a,b). Comme le
lecteur peut lui-mé&me le constater, (U, ¢) est une représen-
tation faible de (Rs, 0, —, L1, id,™" , o) telle que (PP) # 0. A

Soit R4 ’ensemble des relations complexes de Ayg.
Bien entendu, Card(Rug) = 2*. Pour tout R, S € Rug, nous
définissons

— 0=0,
— —R=HAus \R,
— RUS =RUS,
. EQ PP
_’d:(PPI EQ )
— R'={A""': AecR),
— RoS =1{AoB : AcRetBeS}.

Proposition 7 (Rys,0, —, LI, id,”! , o) est une algébre de re-
lations faiblement représentable.

Démonstration : Soit (U, ¢) une représentation faible de
(Rs,0,—,,id,”" , 0) telle que ¢(PP) # 0. Soit (U’,¢’) ot
U’ = @(PP) et pour toute relation atomique potentielle
consistante A, ¢’(A) = {((u1,u),(vi,v2)) : pour tout
i,j € {1,2}, (ui,vj)) € @(A;j)}. Alors (U’,¢") est une
interprétation faible de (Rys, 0, —, Ui, id,™" , o).

Voir [20] pour une étude détaillée de représentations
faibles d’algebres de relations qualitatives.

4 Réseaux de contraintes

Nous nous attaquons maintenant au probleme de la réso-
lution de réseaux de contraintes qualitatives du calcul Egg-
Yolk.

4.1 Réseaux de contraintes qualitatives

Un réseau de contraintes qualitatives (RCQ) du calcul
Egg-Yolk (respectivement, du calcul RCC5) est un couple
N = (V,C) constitué d’un ensemble non-vide V de va-
riables représentant des entités spatiales et d’une fonc-
tion C de V X V vers Ry (respectivement, Rs) définis-
sant des agencements possibles entre les entités spatiales
considérées. Nous dirons qu'un RCQ N = (V, C) est non-
vide (respectivement, atomique) ssi pour tout v,v' € V,
Card(C(v,Vv")) > 1 (respectivement, Card(C(v,v")) = 1).

4.2 RCQ cohérents

Etant donné un RCQ N = (V,C) du calcul Egg-Yolk
(respectivement, du calcul RCCS5), nous dirons que N est
cohérent ssi il existe un ensemble non-vide X et une ap-
plication @ associant a chaque v € V une région indé-
terminée a(v) de X (respectivement, une région a(v) de
X) telle que pour tout v,v' € V, il existe A € C(v,V)
telle que A(a(v),@(v")). Une telle application sera appe-
lée solution de NV. Un scénario S de N sur I’ensemble de
variables V' C V est un RCQ atomique (V’,C’) tel que
C’'(v,v") € C(v,V") pour tout v,V € V’. Le probleme de la
cohérence des réseaux de contraintes qualitatives du calcul
Egg-Yolk (respectivement, du calcul RCCS5) est le suivant :

— étant donné un RCQ N = (V,C) du calcul Egg-Yolk
(respectivement, du calcul RCCS), déterminer si N est
cohérent ou non.

Montrons que le probleme de la cohérence du calcul
Egg-Yolk est, comme le probleme de la cohérence de
RCCS5 [26], un probleme NP-complet.

Proposition 8 Le probleme de la cohérence des réseaux
de contraintes qualitatives atomiques entre régions indé-
terminées est dans P.

Démonstration : Il suffit de remarquer que le probleme
de la cohérence des réseaux de contraintes qualitatives
atomiques entre régions indéterminées qualitatives est
polynomialement réductible au probleme de la cohérence
des réseaux de contraintes qualitatives atomiques de
RCCS. Ce dernier étant dans P [15, 26], il s’ensuit que le
probléme de la cohérence des réseaux de contraintes quali-
tatives atomiques entre régions indéterminées est dans P. A

Proposition 9 Le probleme de la cohérence des réseaux
de contraintes qualitatives entre régions indéterminées est
dans NP.

Démonstration : Il suffit de remarquer que 1’algorithme
consistant a effectuer 1’opération de choix suivante et a vé-
rifier si le réseau de contraintes atomiques résultant est co-
hérent constitue une procédure non-déterministe permet-
tant de décider le probleme de la cohérence des réseaux de
contraintes qualitatives entre régions indéterminées :

— pour tout i, j € {1,...,n} faire
— choisir A dans C(i, j) ; C(i, j) := {A}.

Proposition 10 Le probléme de la cohérence des réseaux
de contraintes qualitatives entre régions indéterminées est
NP-difficile.

Démonstration : 11 suffit de remarquer que le probleme de
la cohérence des réseaux de contraintes qualitatives entre



régions est polynomialement réductible au probléme de
la cohérence des réseaux de contraintes qualitatives entre
régions indéterminées. -

4.3 Fermeture algébrique des RCQ

Nous employons le terme de sous-classe de relations
pour désigner un ensemble de relations fermé pour les opé-
rations ~!, N et o. Dans la suite de cette section, nous al-
lons caractériser des sous-classes de relations de R4¢ pour
lesquels le probleme de la cohérence des RCQ entre ré-
gions indéterminées qualitatives est un probleme polyno-
mial. Nous montrerons en particulier que pour certaines
sous-classes de relations de R4 la méthode polynomiale
du calcul de la fermeture algébrique d’un RCQ est une mé-
thode complete pour le probleme de la cohérence. Avant de
poursuivre, rappelons qu’étant donné un RCQ N = (V,C),
N est dit algébriquement clos [22] ssi pour tout v, V', v €
V,Cv,v'") € C(v,v') o C(V',v"’). Dans la littérature, les
termes de RCQ chemin-cohérents, ou encore faiblement
chemin-cohérents sont également utilisés. Voir [1] pour
I’utilisation d’autres formes de cohérence. Etant donné un
RCQ N = (V,C), la méthode du calcul de la fermeture
algébrique consiste a calculer le plus large sous-réseau
de N algébriquement clos en itérant ’opération de trian-
gulation C(v,v') « C(v,V') N (C(v,v") o C(v"',v")) pour
tout triplet de variables v,v',v” € V jusqu’a ce qu’'un
point fixe soit atteint. Cette méthode peut étre implantée
en O(Card(V)?) [6].

4.4 Approximation des RCQ

Un RCQ entre régions indéterminées peut étre ap-
proximé par un réseau de contraintes de RCC5 en projetant
ses contraintes sur les régions composant les régions indé-
terminées. Formellement, ce RCQ de RCCS5 est défini de
la maniere suivante. Soit N = (V = {vy,...,v,},C), avec
n < 1, un RCQ non-vide du calcul Egg-Yolk. RCC5(N)
est le réseau de contraintes qualitatives de RCC5 (V’,C")
défini par :

— pour chaque variable v; € V, avec i € {l1,...,n} est
introduit deux variables vl.1 et "1'2 dans V' correspondant
aux deux régions de la région indéterminée représentée
parv;;

— pour tout v/, vk avec i,k € {L,...

C'(v,vl) = A - A € Cvi, v}
Notons que dans le cas général, une solution du RCQ
RCC5(N) n’est pas solution du réseau de contraintes qua-

litatives du calcul Egg-Yolk N contrairement a des cas par-
ticuliers que nous caractériserons par la suite.

.npet jl e {1,2},

Lemme 11 Soit N un RCQ entre régions indéterminées.
Si N est non-vide et algébriquement clos alors RCC5(N)

est un réseau de contraintes qualitatives de RCC5 non-vide
et algébriquement clos.

Démonstration : Supposons que N = (V,C) est non-vide
et algébriquement clos ou V = {vy,...,v,}. Par définition
du RCQ RCC5(N) = (V’,(C), il est immédiat que
RCC5(N) est non-vide. Montrons que RCC5(N) est algé-
briquement clos. Soit V’ = {vl,v3,...,v},v2}. Considérons

trois variables v-l.’ ,v,l(,v; € V'’ et une relation atomique

A’ € C'(v],v3). Montrons que A’ € C'(v],v) o C"(v},v3).
Du fait que A" € C’(v{, v9), par définition de C’ nous
savons qu’il existe A € C(v;,v,) telle que A" = Aj,.
D’autre part, comme N est algébriquement clos, il existe
deux relations atomiques B € C(v;,v) et C € C(vg, V)
telles que A € BoC. Puisque B € C(v;, v) et C € C(vg, Vi),
nous avons Bj; € C’(v{,v]l() et C, € C’(vi,v;). D’autre
part, comme A € B o C, nous pouvons affirmer que
Aj, € Bj o Cy,. De tout ceci nous pouvons en déduire que
A e C'(V, vi) o C'(vh,v4). Ainsi, nous pouvons conclure
que RCC5(N) est algébriquement clos. 4

Dans la suite, étant donnés une relation R € Ryq et deux
entiers i, j € {1,2}, R;; dénotera la relation de RCCS dé-
finie par R;; = {A;; : A € R}. Les ensembles de relations
des régions indéterminées que nous allons considérer par la
suite seront construites a partir d’ensemble de relations de
RCC5 de la maniere suivante. Soit E C Rs un ensemble de
relations des régions. E* est le sous-ensemble de relations
de Ry6 contenant I’ensemble des relations R € Ryq satis-
faisant les propriété suivantes : (1) pour tout i, j € {1,2},
R;j € E et (2) pour toute relation atomique A € HAyg telle
que A;; € R;; pour tout i, j € {1,2}, A € R. Une sous-classe
est dite traitable lorsque le probleme de la cohérence des
RCQ définis a partir des relations de cette sous-classe est
un probléme polynomial. Parmi les sous-classes traitables
de RCC5, nous considérerons Ss, la plus petite sous-classe
(pour I’inclusion) de RCCS5 contenant 1’ensemble des re-
lations singletons, Z);“ et Z)go les deux sous-classes étu-
diées dans [23] et H5 [26] la sous-classe des relations de
Horn de RCC5 connu pour étre I’unique sous-classe maxi-
male traitable pour le probleme de la cohérence incluant
I’ensemble des 5 relations singletons de RCCS. Voir [15]
pour une classification complete des classes traitables de
RCCS5. Les sous-classes Ss, Z);“, Z)_%O et Hs contiennent
respectivement 12, 14, 20 et 27 relations sans compter la
relation vide. D’autre part, nous avons S5 ¢ DI c Hs
et Ss ¢ D3 c Hs. Par programme, nous pouvons dé-
terminer que les ensembles Ss*, (DI)*, (D¥)* et H
contiennent respectivement 638, 826, 2560 et 6543 rela-
tions sans compter la relation vide. D’autre part, des in-
clusions précédentes nous avons : S5* C (Z);“)X C H et
S c (D)< c HY.

Exemple 1 A titre d’illustration considérons la relation
R € Ryg définie par :



R:{( DR PP )( DR PP )( PO PP)(PO pp),

PO PO PPI PO PO PO PPI PO
PPI PP . -
( PPI PO )}. R est une relation appartenant a S%. Nous

pouvons en effet vérifier que Ry = {DR, PO, PPI}, Ry, =
{PP}, R,y = {PO, PPI}, Ry, = {PO)} sont des relations de
Ss et que pour toute relation atomique A € Ayg telle que
Ajj € R;j pour tout i, j € (1,2} nous avons A € R.

Etant donnée £ C Rs un ensemble de relations de RCCS
contenant la relation universelle (la relation contenant les
5 relations de base) et une relation R € Rs, nous note-
rons par E(R) la plus petite relation (pour I’inclusion) de
E incluant R. D’autre part, pour toute relation R € Rye,
E(R) dénotera la relation de Ry définie par E(R) = {A €
HAye tel que A;; € E(R;;) pour tout i, j € {1,2}}. Nous pou-
vons montrer la propriété suivante :

Lemme 12 Soit E C Rs un ensemble de relations des ré-
gions contenant la relation universelle. Pour tout R € Ry,
Re E*ssi E(R)=R.

4.5 Sous-classes traitables

Etant donné N = (V,C) un réseau de contraintes quali-
tatives de RCC5 (respectivement, de I’agebre des régions
indéterminées), nous dénoterons par E(N) le réseau de
contraintes (E,C") de RCCS (respectivement, de 1’agebre
des régions indéterminées) défini par C’'(i, j) = E(C(, j))
pour tout i, j € {1,...,n}. D’autre part, nous serons par la
suite concerné par la proprieté de faible globale cohérence
des RCQ qui se défini de la maniere suivante [23] : un RCQ
N = (V,C) est faiblement globallement cohérent ssi tout
scénario cohérent de N sur V' C V peut étre étendu en un
scénario cohérent de N\ sur V.

Lemme 13 Soit E C Rs5 une sous-classe de RCC5 conte-
nant la relation universelle. Si tout RCQ défini sur E algé-
briquement clos et non vide est un RCQ faiblement globa-
lement cohérent alors E* est une sous-classe de Ru.

Démonstration : Montrons que E* est fermé pour les opé-
rations ~', Net o.

— Fermeture pour ~!. Soit R € EX et considérons la re-
lation T = R~'. Clairement, pour tout i, j € {1,2}
nous avons T;; = (R"),-j = (Rj,-)". Puisque R;; € E
et que E est un ensemble fermé pour ~!, nous pou-
vons affirmer que (R;;)™' € E pour tout i,j € E.
Ainsi, T;; = E(Tj;) pour tout i, j € E. Par consé-
quent, nous pouvons affirmer que T = E(T) et que
donc T =R € E*.

— Fermeture pour N. Soient R,S € E* et considérons
la relation 7 = RN S. Montrons que E(T) = T. Par
définition de E(T) il est clair que 7 € E(T'). Montrons
que E(T) € T. Soit A une relation atomique de Ayg
telle que A € E(T). Pour tout i, j € {1,2}, nous avons

A,‘j € E(TU) AiHSi,A,‘j € E((RﬂS),,) C E(R,JﬂS,j) c
E(R;j))NE(S ;) pour tout i, j € {1, 2}. Nous savons que
E(Rl]) = R,‘j et E(Slj) = S,J AiIISi, Aij € Riijij pour
tout 7, j € {1,2}. Il en résulte que A;; € R;j et A;; € S;;
pour tout i, j € {1,2}. Ainsi, A € Ret A € S. Nous
pouvons en conclure que A € (RN S).

— Fermeture pour o. Soient R, S € E* et considérons la
relation 7 = RoS. Montrons que E(T) € RoS'. Consi-
dérons le réseau de contraintes qualitatives du calcul
Egg-Yolk N = (V = {vy,vp,v3},C) avec C(vy,v) =
R, C(vy,v3) = S etC(vy,v3) = T.D’apres le lemme 11
nous avons N’ = RCC5(N) qui est un réseau de
contraintes de RCCS5 non-vide et algébriquement clos.
De cela, nous pouvons montrer que N/ = E(N’) est
également un réseau de contraintes de RCCS5 non-vide
et algébriquement clos. De plus, notons que toutes les
contraintes de N’ sont définis par une relation ap-
partenant a E. Du fait de la propriété posée par hy-
pothese sur I’ensemble E, nous pouvons affirmer que
N est un RCQ faiblement globalement cohérent et
non-vide. Soit A une relation atomique de Ay ap-
partenant a E(T). Du fait que N est un RCQ fai-
blement globalement cohérent, nous pouvons affirmer
que le réseau cohérent de contraintes atomiques dé-
fini sur ’ensemble de variables {v%,v%,v%,v%} et par
les contraintes C(v"l, vg) = A;; pour tout i, j € {1,2},
peut étre étendu en un scénario cohérent de N”. Ainsi,
nous pouvons affirmer que A € E(R) o E(S). Du fait
que E(R) = Ret E(S) = S, nous pouvons en déduire
que A € Ro S. Par conséquent, E(T) € T. 1l s’en-
suit que E(T) = T. Nous pouvons en conclure que
T = Ro S est une relation de E*.

Long et Li [23] ont montré que tout réseau de contraintes
qualitatives de RCC5 algébriquement-clos et défini par des
relations de DL* ou des relations de D2° est un RCQ faible-
ment globallement cohérent (contrairement aux RCQ défi-
nis sur Hs). A partir de cela et du lemme 13 nous pouvons
en déduire la propriété suivante :

Proposition 11 Les ensembles Ss*, (Z);“)X, (Z)go)>< sont
des sous-classes du calcul Egg-Yolk.

En examinant la preuve du lemme 13 nous pouvons re-
marquer qu’une propriété suffisante pour E* de Ry¢ (avec
E C Rs) soit clos pour les opérations ~1 et N est que E
soit également clos pour ~1 et N. Ainsi, nous pouvons af-
firmer que I’ensemble HZ* est clos pour les opérations ~1
et N. Néamoins, comme le montre I’exemple suivant, (H§<
n’est pas une sous-classe du fait que cet ensemble n’est pas
fermé pour I’opération de composition.

Exemple 2 Considérons les relations R,S,T € Rue défi-
nies par :



R:{( EQ PP )},S:[(DR DR)(DR PP

PPI  EQ b

PPl PPI DR DR
T={ DR DR DR DR DR DR DR DR
"W DR DR J’\ DR PO |’\ PO PO |’\ PPI PO )
DR DR DR PP .
( PPl PPI ) ( PPl PPI )}. R et S sont deux relations ap-

partenant a HZ, tandis que T = RoS n’est pas une relation

de H:.

Lemme 14 Soit E C Rs un ensemble de relations de
RCCS. Si tout RCQ défini sur E non vide et algébrique-
ment clos est cohérent alors tout RCQ N défini sur E* non
vide et algébraiquement clos est cohérent.

Démonstration : Soit un RCQ N défini sur E* non vide
et algébraiquement clos. Soit N7 = RCC5(N). Nous
pouvons montrer que N’ est non-vide, algébriquement
clos et défini sur E. Ainsi, N’ est cohérent. D’autre part,
nous pouvons montrer que tout solution de N’ est solution
de N.Il en résulte que N est cohérent. -

Lemme 15 Soit E C Rs une sous-classe de relations de
RCCS. Si tout RCQ défini sur E non vide et algébriquement
clos est faiblement globalement cohérent alors la méthode
de la fermeture algébrique est compléte pour le probleme
de la cohérence de tout RCQ entre régions indéterminées
défini sur E*.

Démonstration Soit N = (V,C) un réseau de
contraintes  qualitatives des régions indéterminées
défini sur E*. La méthode de la fermeture algé-
brique consiste a itérer 1’opération de triangulation
C(v,v') « C,V) N (Cv,v" o C(v’,v"))) pour tout
triplet de variables v,v',v” jusqu’a ce qu’un point fixe
soit atteitnt ou que le réseau de contraintes ne soit plus
non-vide. Dans ce deuxiéme cas, nous pouvons affirmer
que le réseau de contraintes initial est non cohérent. Dans
le premier cas, nous pouvons affirmer que le RCQ obtenu
est équivalent au réseau initial, non-vide, défini par des
relations de E* (puisque E* est une sous-classe) et est
algébriquement clos. Nous pouvons en conclure que ce
réseau de contraintes, ainsi que le réseau initial, admettent
une solution et sont donc cohérents. -

A partir de ce qui précede, nous pouvons en déduire la
propriété suivante :

Proposition 12 La méthode de la fermeture algébrique est
complete pour le probleme de la cohérence de tout RCQ
défini sur Ss*, (D*)* ou encore (DX)*.

5 Conclusion

Beaucoup reste a faire.
Les parties maximales de 1’algebre qualitative RCC5
pour lesquelles le probleme de la consistance de réseaux

de contraintes est dans P ont été répertoriées avec préci-
sion [15]. Dans le cadre du raisonnement sur les relations
entre régions indéterminées, pouvons-nous caractériser les
parties maximales de I’ensemble de nos 46 relations pri-
mitives pour lesquelles le probleme de la consistance de
réseaux de contraintes est dans P ?

Si nous nous intéressons maintenant a des régions
(aj,ay) ou a; et ap sont des fermés réguliers de 1’espace
des réels tels que a; C ay, les relations primitives entre des
entités (a;,ay) et (b1, by) de ce type sont déterminées par
les différentes possibilités qu’il y a de situer dans 1’espace
les fermés réguliers ay, ay, by et b, tout en préservant les
contraintes a; C a; et by C b,. Quelles sont ces relations
primitives ? Quid du probleme de la consistance de réseaux
de contraintes exprimés dans ce cadre ?
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Résumé

La littérature en aide a la décision multicritere (MCDA)
offre une variété de méthodes pour affecter des alternatives,
évaluées sur de multiples attributs, a des catégories ordon-
nées. Les modeles de tri non-composentatoire (NCS) af-
fectent des alternatives a des catégories en les comparant
a des profiles délimitant ces catégories. Plusieurs travaux
ont proposé des approches, basées sur un ensemble d’ap-
prentissage, pour ajuster les parametres d’un modele NCS.
Les approches exactes, basées sur la programmation linéaire
mixte, garantissent que 1I’ensemble d’apprentissage soit res-
tauré, mais peuvent difficilement prendre en charge de larges
ensembles de données. Les approches heuristiques quant a
elles peuvent prendre en charge de larges ensembles d’ap-
prentissage mais n’offrent pas de garantie sur le modeéle in-
féré. Dans ce papier, nous proposons une formulation al-
ternative pour ajuster le modele NCS. Cette formulation,
basée sur un probleme SAT, garantie de trouver le modele
le plus consistent avec ’ensemble d’apprentissage, et est
computationnellement plus efficace que les approches MIP
existantes.

1 Introduction

L’aide a la décision multicriteres (MCDA) a pour objectif
d’aider un décideur (DM) a prendre des décisions concer-
nant des options évaluées selon différents points de vue,
représentés formellement par des fonctions monotones ap-
pelées critéres. Dans cet article, nous nous intéressons a un
probléme de classement ordinal, ol les options doivent étre
affectées a des catégories, prédéfinies, et ordonnées entre
elles.

Nous abordons donc un probléme de classement ordinal
avec un modele non-compensatoire (NCS, cf. [1, 2]) dans
lequel les catégories sont définies par un profil de limite
inférieure. Ces profils spécifient les évaluations minimales

sur chaque critere pour qu'un objet soit affecté dans une
catégorie au-dessus du profil considéré. En fait, une option
n’a pas besoin d’étre aussi bonne que le profil sur tous les
criteres. Un cas particulier de NCS consiste a considérer
que la famille de coalitions suffisantes de critéres peut étre
définie a 1’aide de poids additifs sur les criteres et d’un
seuil. Ce modele est connu sous le nom de MR-Sort (voir
e.g. [4, 6]). En fait, MR-Sort et NCS sont tous deux des
cas particuliers du modele Electre Tri, une méthode pour
affecter des options dans des catégories ordonnées basée
sur une relation de surclassement (voir [5], pp. 389-401 or
[3], pp. 381-385).

L’apprentissage de tels modeles (plus précisément, des
profils définissant les catégories et des coalitions de criteres
suffisantes pour y étre affectées) sur la base d’exemples de
classement, peut étre réalisée a 1’aide de programmation
mathématique, et certaines formulations MIP (Mixed Inte-
ger Programming) ont été€ proposées. Toutefois, la résolu-
tion s’avere difficile, et n’est pas envisageable pour des jeux
de données issues de situations réelles (voir [4]). Dans ce
cas, des approches heuristiques ont été proposées, mais dont
I’optimalité ne peut plus étre garantie (voir [6, 7]). Nous pro-
posons une solution alternative, basée sur une reformulation
comme un probléme de satisfiabilité. Tout en garantissant
I’optimalité, les résultats expérimentaux s’averent tres pro-
metteurs, méme sur des instances de taille significative.

L article est organisé de la maniére suivante. En section 2,
nous présentons les notions et concepts de base permettant
d’appréhender le probleme d’apprentissage d’un modele de
tri non-compensatoire. En section 3, nous présentons notre
formulation SAT pour inférer un modele NCS sur la base
d’exemples d’apprentissage. Nous évaluons ensuite la per-
tinence et I’intérét de cette formulation en Section 4. Nous
concluons en mentionnant des perspectives intéressantes.



2 Positionnement du probleme

Nous détaillons dans cette section les notions permettant
de formuler le probleme d’apprentissage des parametres
d’un modele de tri non-compensatoire. En Section 2.1, nous
formulons le modele NCS et définissons ses parameétres.
En Section 2.2, nous spécifions les entrées et sorties du
probléme d’apprentissage.

2.1 Classement non-compensatoire

Définition 1 (criteres, profils, coalitions) N désigne un
ensemble fini de citeres, chaque critére i € N étant une
fonction qui a une alternative x associe une valeur dans un
ensemble ordonné (X;, <;), et la relation <; pouvant étre
interprétée comme "moins bon que". Les alternatives sont
donc décrites par un |N|-uplet de valeurs multi-critéres
appelé profil, et on note X = [[;cnX; 'ensemble de ces
profils. Par analogie avec un systéme de vote ou les cri-
téres seraient les votants, Une partie de N est appelée une
coalition de criteres.

Dans une optique non-compensatoire, lorsque 1’on est
amené a comparer des alternatives, on s’intéresse a la na-
ture des points de vue suivant lesquels 1’une des alternatives
peut apparaitre comme étant la meilleure, sans se préoccu-
per de I'intensité de la préférence suivant I’'un ou 1’autre de
ces points de vue. On définit ainsi la fonction

Oy: XxX — P(N)

(xy) = {ieN:xi2y}

Lorsque Onf(x,y) = N, Ialternative x est au moins aussi
bonne que I’alternative y sur ’ensemble des criteéres : on
dit que x domine faiblement y au sens de Pareto. La do-
minance faible définit un ordre partiel sur I’ensemble des
alternatives. On peut étendre cette relation d’ordre en se
fondant sur le principe "comparer, puis agréger" et en élar-
gissant I’ensemble des coalitions de critéres que 1’on estime
suffisantes pour juger qu’une alternative est meilleure.

Définition 2 (ensemble de coalitions suffisantes) Un en-
semble convenable de coalitions suffisantes de criteres T
est une partie de P(N) close supérieurement pour I'inclu-
sion :

VI e T,VS e PIN),S2T=>SeT

Un probléme de tri ordinal consiste a affecter une alter-
native, décrite par un profil x € X, a une catégorie parmi un
ensemble fini et ordonné Cy < - - - < Cp,. Dans une approche
inductive, fondée sur les principes, on s’attache a définir une
fonction de tri entre les ensembles X et Cy < - -+ < Cp, Vé-
rifiant certaines propriétés, telles que :

— PFareto : étre croissante entre X, ordonné par la domi-

nance,etC; < --- < Cp;

— non-compensation : interdire qu’une "tres bonne" va-
leur sur un critére ait davantage d’influence qu’une
valeur "suffisante".

Le modele de tri non compensatoire NCS fondé sur des
profils proposé par [1, 2] vérifie ces deux propriétés.

Définition 3 (jeu de profils) unjeu de profils convenable b
est un (p-1)-uplet de profils frontiéres vérifiant la condition

Vk < k"€ [l,p—1],Vi € N, bk <; b*

Par convention, un tel jeu sera complété par deux profils :
by, représentant une alternative anti-idéale, dominée par
toutes; et by, représentant une alternative idéale, qui do-
mine toutes les autres.

Un jeu de profils convenable b définit une suite (b*)g<x < p
croissante dans ’ensemble des profils X ordonné par la
dominance faible. Sur chaque critere i € N, la suite
(bi.‘)ogk <p est croissante dans I’ensemble X; ordonné par
<, et permet de définir une suite d’intervalles emboités
{xi € Xyt x; bi.{}()gkgp définissant les valeurs accep-
tables au niveau k pour le critere i.

Définition 4 (tri non-compensatoire NCS) Soient un en-
semble de critéres N, et un ensemble fini et totalement
ordonné de catégories Cy < --- < Cp. Pour tout couple
(b, T), ou b désigne un jeu de profils convenable et T un
ensemble convenable de coalitions suffisantes, la procé-
dure de tri NCSp, 5 associe a toute alternative décrite par
le profil x € X la catégorie Cy, telle que On(x,b*) € T et
On(x, b4 ¢ T

Remarque 1 Les modéles de tri non-compensatoire
NCSp,5 out I’ensemble des coalitions suffisantes contien-
drait la coalition vide, ou ne contiendrait pas la coalition
unanime, sont dégénérés car ils ne sont pas surjectifs sur
I’ensemble des catégories C1 < -+ < Cp,.

Exemple 1 Thierry est journaliste et prépare un compa-
ratif de modeéles automobiles pour un numéro spécial. Il
considere un ensemble M de modéles populaires, qu’il sou-
haite ranger de maniére a présenter un sous-ensemble de
modéles “sélectionnés par la rédaction”.

Afin d’établir cette sélection, Thierry a décidé de ne re-
tenir que 4 critéres : le coiit (mesuré en euros), I’accéléra-
tion (mesurée par le temps en secondes pour passer de 0 a
100km.h™', de préférence le plus faible possible), le freinage
et la tenue de route (mesurés sur des échelles qualitatives,
de préférence les plus élevés possibles). L’ensemble X des
14 modéles est décrit par la table de performance donnée
par la Table 1.

Thierry souhaite affecter a chaque modéle une catégo-
rie parmi Cy (Sans intérét) < Cux (Sélectionné) < Cipx
(Recommendé). 1l emploie pour ce faire un modéle de tri



M cotit accélérat® | freinage | tenue de
route
m; | 16973 29 2.66 2.5
my | 18342 30.7 2.33 3
mz | 15335 30.2 2 2.5
my | 18971 28 2.33 2
ms | 17537 28.3 2.33 275
me | 15131 29.7 1.66 1.75
TaBLE 1 — Table de performance
M cott accélérat® | freinage | tenue
de
route
* %% | < 15500 <288 >2.5 >2.6
b** 15 500 28.8 2.5 2.6
*k | < 17250 <30 >22 >19
b* 17 250 30 22 1.9
* > 17 250 > 30 <22 <19

TaBLE 2 — Profils frontieres et catégories par critére

non-compensatoire N CSyp, g dont les valeurs des profils sont

données par la Table 2.

En prenant en considération ces seuils, Thierry obtient
une nouvelle table de performance, ou chaque critére est

évalué sur ’échelle * < %k < % % % :

M coiit accélérat® | freinage | tenue de
route

mp | kk *k * %k *k

my | *x * *K * * %

my | kxk * * *k

my | % * % * *k *k

ms | % * % K *x * * %

me | ** % ** * *

TaBLE 3 — Appréciation des performances

Ces appréciations sont ensuite agrégées en appliquant

les régles suivantes :

— une alternative est x* ou * xx si elle est au moins %
pour le coiit ou I’accélération, et au moins *x pour

le freinage ou la tenue de route ;

— une alternative est * x x si elle est x x % pour le coiit
ou l’accélération, et x** pour le freinage ou la tenue

de route.

Pour étre jugé globalement xx, se révéler k% sur un critére
ne confere pas d’avantage particulier, ainsi qu’il sied a une
procédure non-compensatoire. Les différentes coalitions de
critéres (qui forment un hypercube de dimension 4) sont

représentées sur la figure 2.

* b* *k b Kk x
1 1 coiit
my my ms nq m3 meg
* b* Jok b** * %k Kk
1 1 accélérat®
my m3 g ny ns niy
* b* *x p** Kk ok x
1 1 freinage
me ms my n
ms
me
* * Kok okl * Kk ok
b b tenue
} } de
me My m ms my route
m3

FiGure 1 — Représentation des performances en fonction
des limites des catégories

colit et
accé-
1érat®

tous
Is N N N D
tous sauf tous sauf
" tous sauf ) tous sauf
enue , accé-
freinage cout
de route Iérat®
S J J

YAVAN

T R
accélérat®

cofit et colit et accelerat° freinage
freinage tenue et tenue et tenue
de route fremage de route de route

\§</
tenue
fi
colit accelerat} [ remage} [ de route}

aucun

FiGURrEe 2 —Les coalitions de criteres en gris sont suffisantes,
les autres insuffisantes. Les fléches dénotent la force relative
des coalitions qui différent d’un seul critere, en pointant vers
la plus faible.

Enfin,

le modéle fournit le tri suivant :



véhicule catégorie
my ok
my *
m3 **
my *k
ms * %k
me *

TaBLE 4 — Catégories assignées par le modele

2.2 Le paradigme de la désagregation

Dans une situation de décision donnée, en faisant
I’hypothése que les principes caractérisant le tri non-
compensatoire structurent les préférences du décideur, on
peut s’interroger sur la valeur des parametres permettant de
décrire au mieux le point de vue du décideur. Une option
consiste a simplement lui demander de décrire du mieux
qu’il peut les seuils séparant les catégories sur chacun des
criteres, et d’énumérer les coalitions suffisantes minimales.
Afin d’obtenir ces informations de la maniere rapide et
fiable, autant que faire se peut, un analyste pourrait em-
ployer la stratégie fondée sur le modele décrite dans [8].
Elle permet d’obtenir ces parametres en se restreignant a ne
demander que des informations preférentielles holisitques -
est-ce qu’une alternative (fictive) peut étre affectée une cer-
taine catégorie ?- et de construire le questionnaire le plus
court.

Nous optons pour une démarche plus indirecte, proche
du paradigme de I’apprentissage machine, out un ensemble
d’affectation de référence est donné, dont on suppose qu’il
décrit le point de vue du décideur. L'objectif est de pro-
longer ces affectations avec un modele non-compensatoire.
Dans ce contexte, nous désignons par une affectation, une
application A d’un sous ensemble d’alternatives de réfé-
rences X* C X vers un ensemble ordonné de catégories
C; < --+ < Cp. En outre, nous faisons I’hypothese que
les préférences recueillies ne sont pas perturbées par un
quelconque bruit. Ces alternatives de référence font appa-
raitre des valeurs d’un intérét particulier sur chaque critere
i € N, X¥ := Uyex» Xi- Nous recherchons alors un jeu
de parametres (b, 7) convenable (conformément aux défi-
nitions 2 et 3), tel que le modele NCSp, 5 associe chaque
alternative de référence x € X* a la catégorie qui lui est
assignée A(x).

3 Une formulation SAT pour NCS

Un probleme de satisfiabilité booléenne consiste en un
ensemble de variables booléennes V et une proposition lo-
gique en ces variables f : {0,1}V — {0, 1}. Une solution
v* est un antécédent de 1 par la proposition f. Un probléeme
est dit satisfiable s’il admet au moins une solution, insa-

tisfiable dans le cas contraire. Sans perte de généralité, on
peut supposer que la proposition f est écrite sous forme
normale conjonctive f = A.cc ¢, olt chaque clause ¢ € C
est elle-mé&me une disjonction en les variables ou leur néga-
tion Ve € C,¢c = V, e+ vV V,ee- —v. Ainsi, une solution
satisfait au moins une condition (positive ou négative) de
chaque clause.

Les problemes présentés ci-apres font un usage immo-
déré de clauses ol toutes les variables apparaissent néga-
tivement, sauf une : a V =b; V --- V =b,, qui représente
I’implication logique (by A - -+ A b,) = a.

Lemme 1 Soit A : X* — C| < -+ < Cp, une affectation
prolongée par un modéle NCS paramétré par le jeu de pro-
fils b et un ensemble de coalitions suffisantes T. Si B C N
est une coalition de critere telle qu’il existe une alternative
de référence x € X* qui surpasse la frontiére supérieure
de sa catégorie b1 sur chacun des critéres de B, alors
cette coalition n’est pas suffisante.

VBCN, [BxeX* : VieB 5 2bM"" | =Be¢T

Démonstration 1 Soit A une affectation, (b, T) un couple
de paramétres convenable pour le tri non-compensatoire,
B une coalition de critéres et x une alternative satisfaisant
la prémisse, et supposons que B soit suffisante (i.e. appar-
tienne a 7). Lalternative x serait au moins aussi bonne
que le profil b3 pour une coalition suffisante de critére,
et serait donc affecté a une catégorie strictement meilleure
que A(x). En particulier, le modéle NCSy, 4 ne prolongerait
pas affectation A.

Lemme?2 SoitA:X* - C; < --- < Cp une affectation
prolongée par un modéle NCS paramétré par le jeu de pro-
fils b et un ensemble de coalitions suffisantes T. Si B C N
est une coalition de critere telle qu’il existe une alternative
de référence x € X* surpassée par la frontiére inférieure
de sa catégorie b*%) sur chacun des critéres de B, alors la
coalition complémentaire N\ B est suffisante.

VBCN, [BxeX* : VieB, x <bY]= (N\B eT

Démonstration 2 Soit A une affectation, (b, T) un couple
de paramétres convenable pour le tri non-compensatoire, B
une coalition de critéres et x une alternative satisfaisant la
prémisse, et supposons que N\ B soit insuffisante (i.e. n’ap-
partienne pas a T). L'ensemble des critéres pour lesquels
lalternative x serait au moins aussi bonne que le profil
bA™) est un sous-ensemble de N \ B, et serait considéré
insuffisant. Par conséquent, x se verrait affectée a une ca-
tégorie strictement moins bonne que A(x) et, en particulier,
le modéle NCSyp, 5 ne prolongerait pas I’affectation A.

Définition 5 (formulation NCS-SAT) Soient N un en-
semble de critéres, C\ < -+ < C), un ensemble ordonné de



catégories, X* un ensemble d’alternatives de référence. A
toute affectation A : X* — C; < --- < Cp on associe un
probléme de satisfiabilité booléenne noté NCS — SAT(A).
Ce probléme porte sur les deux familles de variables :
— yp indicées par une coalition de critéres B C N ;
— Zink triplement indicées par un critére i € N, une
[frontiere entre catégories 1 < h < p—1 et une valeur
k € X¥ prise par une alternative de référence sur le
critére 1.
1l est décrit sous forme normale conjonctive par la conjonc-
tion des 5 familles de clauses suivantes.

1. Pour tout critére i € N, pour toute frontiére entre
catégories adjacentes 1 < h < p — 1, pour toute
paires de valeurs ordonnées k < k’ € X,* :

Zink' N TZihk (D

2. Pour tout critére i € N, pour toute paire ordonnée
de frontiéeres 1 < h < h’ < p — 1, for toute valeur
keXx:

Zijhk NV TZink ()

3. Pour toute paire ordonnée de coalitions B C B’ C
N :
BV 7B €))

4. Pour toute coalition B € N, pour toute frontiére
1 < h < p—1, pour toute alternative de référence
immédiatement au-dela de cette frontiére x € X* :
A(x) = Cpy1 -

(\/ zihx) V yps @)

ieB

5. Pour toute coalition B C N, pour toute frontiére 2 <
h < p, pour toute alternative de référence immédiate-
ment en-deca de cette frontiére x € X* : A(x) = Cy, :

(\/ ~zinx) v =5 5)

ieB

Théoréme 1 Soient une affectation A : X* —» C; < --- <
Cp, surjective, un ensemble de coalitions suffisantes T et un
Jeu de profils b convenables pour le tri non-compensatoire.
Si le modele NCSy, 7 prolonge Uaffectation A, alors le
couple de multiplets a composantes booléennes :
— yg indicé par une coalition de criteres B C N et
définiparyp =1 & BeT;
— Z;,(h,k triplement indicé par un critére i € N, une
[frontiere entre catégories 1 < h < p—1 et une valeur
k € X¥ prise par une alternative de référence sur le
critére i, et définie par zip =1 & k> bf’ K
forme une solution du probléme de satisfiabilité booléenne
NCS - SAT(A).

Démonstration 3 Si b définit un jeu de profils convenable
pour le tri non-compensatoire, alors les clauses (1) sont
vérifiées car si k < k' et k est au-dela du seuil, il en va de
méme pour k’. Les clauses (2) requiérent que, si une valeur
donnée se situe au dela d’un certain seuil b?/, alors elle
se situe aussi au-dela des seuils inférieurs b? pour h < I,
ce qui traduit exactement la définition 3 des profils conve-
nables pour le tri ordinal . Les clauses (3) requiérent que,
si une coalition est considérée suffisante, alors il en va de
méme de toute coalition qui la contient, ce qui correspond
a la définition 2 d’un ensemble de coalitions suffisantes
convenable pour le tri ordinal. Si le modéle NCSy, 5 pro-
longe ’affectation A, alors les clauses (5) sont vérifiées -
sinon, d’apres le lemme 1, une des alternatives de référence
u € X* affectée a la catégorie Cy—y surclasserait le profil
b" sur une coalition suffisante de critéres. De méme, les
clauses (4) sont vérifiées, sinon, d’aprés le lemme 2, une
alternative de référence a € X* affectée a la catégorie Cy,
ne surclasserait pas le profil b", puisque I’ensemble des
critéres sur lesquels a est au moins aussi bon que b"* serait
inclus dans une coalition insuffisante.

Théoréme 2 Soit une affectation A : X* — C; < --- <
Cp surjective. Si le couple de multiplets a composantes
booléennes :
— Y} indicé par une coalition de critéres B C N
— ZZh,k triplement indicé par un critére i € N, une
frontiére entre catégories 1 < h < p —1 et une
valeur k € Xl* prise par une alternative de référence
sur le critére i,
forme une solution du probléme de satisfiabilité booléenne
NCS — SAT(A), alors tout jeu de profils b tel que, pour
tout critéere i € N et pour toute frontiere 1 < h < p —1,
pour toute valeur k € X z:h!k =0=k<; blet zzh’k =
1= k> bi‘ et I’ensemble de coalitions de critéres T =
{B € N : y; = 1} constituent un couple de paramétres
convenables pour le tri non-compensatoire et définissent
un modéle NCSy, g qui prolonge I'affectation A.

Démonstration 4 En supposant qu’il en existe, soient
y*, z2* un couple de multiplets solution du probléme NCS —
SAT(A), et b, T un jeu de profils et un ensemble de coali-
tions répondant aux conditions du théoréme 2.

Les clauses(2) et (3) garantissent que le jeu de profils b
et I’ensemble de coalitions suffisantes T conviennent pour
le tri non compensatoire.

Afin de montrer que le modéle NCSy,, 5 prolonge [I'af-
fectation A, il reste a prouver que dans ce modéle, toute
alternative de référence surclasse le profil décrivant la li-
mite inférieure de la catégorie a laquelle est affectée sur
une coalition suffisante de critéres, mais pas celui décri-
vant la limite supérieure. Soit x € X* une telle alternative
de référence.

— Concernant la limite inférieure : si A(x) = Cy, il n’y

a rien a démontrer; sinon, on considére I’ensemble



B = N\ On(x, b)Y qui, par construction, est
exactement ’ensemble {i € N : ZZA(x)—l,x,- = 0}.
Pour la coalition B, la frontiére indicée par (A(x)—1)
et lalternative de référence x, la clause (4) s’écrit
(Vien th,xi)\/y;‘V\B = 1. Le premier terme étant nul,
on en déduit que yX/\B =1, i.e. On(x, b)) € T
— Concernant la limite supérieure : si A(x) = Cp, il
n’y a rien a démontrer; sinon, pour toute coalition
B € T (B n’est pas vide car A est surjective), la
clause (5) concernant la coalition B, la frontiére in-
dicée par A(x) et ’alternative de référence x impose
(Vien ~2f5,) V ~vp = 1, avec yi = 1, donc l'une
au moins des valeurs booléennes (ZZh,x,- )ien est nulle,
et pour ce critére iy € B la valeur x;, est strictement
inférieure au seuil bi:) , ce qui assure que X ne surpasse

pas b" sur la totalité des critéres de la coalition B.

3.1 Discussion

Nous proposons de décrire et d’expliquer les différentes
clauses présentées dans le Théoreme 1 :

1. Echelles ascendantes- si k < k' € X:‘ et k est au
dessus d’un certain seuil b?, alors k’ aussi. 11 est
nécessaire et suffisant de considérer les clauses ou k
et k’ sont des valeurs consécutives de Xl*

2. Une hiérarchie de profils -sil < h < h’ < p-1let
k e Xl* est au dessus du seuil bf", alors il est égale-
ment au dessus de b?. Il est nécessaire et suffisant de
considérer les clausesou ' = h + 1.

3. Force des coalitions - si une coalition B C N est
suffisante, alors toute coalition B’ 2 B contenant
B est aussi suffisante. Il est nécessaire et suffisant
de considérer les clauses ou la coalition B’ contient
exactement un critere de plus que B, correspondant

aux arétes représentées sur la figure 1.

4. Les alternatives sont surclassées par la limite supé-
rieure de leur classe - fondée sur le lemme 1, cette
regle permet d’inférer les coalitions insuffisantes cor-
respondant aux points forts de I’alternative.

5. Les alternatives surclassent la limite inférieure de
leur classe - fondée sur le lemme 2, cette régle permet
d’inférer les coalitions suffisantes complémentaires
aux points faibles de I’alternative.

4 Implémentation et mise en ceuvre

Dans cette section, nous étudions la performance intrin-
seque de la formulation proposée dans la section 3. Nous
avons implémenté 1’algorithme 1, en utilisant un solveur

Algorithm 1: SAT-BASED NCS DISAGGREGATION

Data: an assignment A : X* - C) < -+- < Cp
Result: correct NCS profiles b € ([];cn Xl‘.*)f”‘l and a
correct NCS set of sufficient coalitions
7 € P(N) such that the NCS model with
parameters b and 7~ extends the assignment A,
or None if there is no such model.
1 Formulate the SAT problem with variables and clauses
described in Theorem 2
2 Solve it
3 if If the problem is unsat then
4 ‘ return None
5 else
6 L compute b and 7 as detailed in Theorem 2 and
return them

SAT, afin de résoudre les instances du probleme d’appren-
tissage d’un modele NCS étant donné 1’ affectation d’un en-
semble d’alternatives de référence. Dans ce qui suit, nous
commencons par décrire notre protocole expérimental, en
précisant quelques détails techniques sur I’implémentation.
Nous exposons ensuite les résultats de 1’étude expérimen-
tale concernant le temps de calcul de notre programme, en
considérant I’influence de la taille de I’ensemble d’appren-
tissage, le nombre de critéres et le nombre de catégories.

4.1 Protocole expérimental et détails d’implémenta-
tion

L’algorithme que nous testons prend en entrée 1’affecta-
tion d’un ensemble d’alternatives X*, ol chaque alterna-
tive est décrite par un vecteur de performances sur 1’en-
semble des criteres N, dans un ensemble de catégories
Cy < --+ < Cp. Au cceur de cet algorithme, nous résolvons
un probleme de satisfiablité booléenne connu pour étre NP-
complet mais ayant recu une grande attention en termes
d’outils de résolution performants. Si nous ne pouvons pas
nous attendre a ce que ces solveurs fonctionnent rapidement
dans le pire des cas - a moins que P = NP - leur perfor-
mance doit étre mesurée dans la pratique, en résolvant des
instances du probléme.

Génération du jeu de données.

Dans le cadre de ce travail, nous considérons comme don-
nées d’entrée pour I’algorithme des jeux de données générés
aléatoirement et sans bruit (consistants). D’une part, 1’al-
gorithme que nous proposons n’est pas encore équipé pour
prendre en charge des données bruitées, ce qui ne nous
permet pas de 1’alimenter avec des données décrivant des
préférences réellement observées (de tel jeux de données
sont utilisés afin d’évaluer les performances des disposi-
tifs d’apprentissage automatique des préférences). D’autre



part, I’utilisation de données d’entrée complétement aléa-
toires et non structurées n’a pas de sens dans le contexte de
la décision algorithmique. Afin d’assurer que les données
préférentielles que nous utilisons font sens, nous mettons en
ceuvre un modele de décision pour les générer, et en parti-
culier un modele compatible avec I’ hypotheése non compen-
satoire que nous postulons. Plus précisément, nous utilisons
un modele MR Sort pour la génération de I’ensemble d’ap-
prentissage, un modele qui fait I’hypotheése additionnelle
que les coalitions suffisantes ont une structure additive, i.e.
chaque critére i € AV a un pouvoir de vote w; €]0, +ool, et
une coalition B € N est considérée suffisante si et seule-
ment si son pouvoir global de vote } .z w; dépasse un
certain seuil de majorité qualifiée A €]0, +co.

Lors de la génération d’un jeu de données, les parametres
considérés sont : le nombre de critéres |N/|, le nombre de
catégories p, et le nombre d’alternatives |X*|. Nous consi-
dérons que tous les criteres sont continus dans 1’intervalle
[0, 1], qui est computationnellement plus contraignant pour
notre algorithme que le cas ol un critére est mesuré sur une
échelle comportant un ensemble fini de valeurs.

Pour I’ensemble des critéres, nous générons un en-
semble de profils ascendants en échantillonnant uniformé-
ment p— 1 nombres dans I’intervalle [0, 1] eten les triant par
ordre croissant. Nous générons les poids en échantillonnant
N — 1 nombres dans I’intervalle [0, 1], en les triant, et en
les utilisant comme la somme cumulée des poids. A est aléa-
toirement choisi avec une probabilité uniforme dans I’inter-
valle ]0.5, 1[. Finalement, nous échantillonnons uniformé-
ment |X*| | NV]-uplets dans I’intervalle [0, 1]V, définissant la
table de performance des alternatives de référence, et nous
les affectons dans des catégories C; < --- < C, selon le
modele MR Sort M avec les paramétres générés, i savoir :
les profils, les poids et le seuil de majorité.

Résolution du probléeme SAT.

Une fois les données générées, nous traduisons, suivant
I’algorithme 1, I’affectation en un probleme binaire de sa-
tisfaction décrit par un ensemble de variables et de clauses,
comme décrit par la définition 5. Ce probléme de satisfac-
tion binaire est écrit dans un fichier au format DIMACS et
passé en ligne de commande au solveur SAT - CryptoMi-
niSat 5.0.1 - gagnant de la compétition SAT 2016 et publié
sous la licence MIT. Si le solveur trouve une solution, alors
elle est convertie en parametres pour le modele NCS, tel
que décrit par le théoréme 2. Le modele NCS M€ fourni
par le programme est alors validé avec les données d’entrée
- est ce que le modele prolonge I’affectation donnée ?

Conformément au théoréme 2, nous nous attendons a ce
que le solveur parvienne toujours a identifier une solution,
puisque le modéle MR Sort M permettant de générer 1’ af-
fectation fournit une instance particuliére de modele NCS
prolongeant 1’affectation.

Evaluation de la capacité du modele inféré a restaurer
le modele original.

Dans le but d’apprécier la "proximité" entre le modele
calculé M€ et celui a partir duquel les exemples d’affec-
tation ont été générés MO, nous avons procédé comme
suit : nous avons échantillonné un large ensemble de n
profils de performances dans X = [0, 1]V et nous avons
calculé I’affectation de ces performances selon le modele
original M? et le modele M€ retourné par 1’algorithme
1. Sur cette base, nous avons calculé err — rate, la pro-
portion d’"erreurs", i.e. les profils qui ne sont pas affectés
a la mé&me catégorie par les deux modeles. Pour obtenir
un échantillon raisonnable pour X, nous avons fait varié la
taille de 1’échantillon de X = [0, 1]V selon le nombre de
criteres [N| : n = Max(Min(4"WV!,3.10%), 10%)) .

4.2 Résultats

Nous avons exécuté le protocole d’expérimentation, dé-
crit précédemment, en faisant varier les différentes valeurs
des parametres gouvernant la taille du probleme a résoudre.
Nous avons fixé les valeurs suivantes :

— le nombre de criteres |N| =5,7,9,11;

— le nombre de catégories p = 2,3;

— le nombre d’alternatives |X*| = 25, 50, 100, 200, 400.

Pour chaque valeur du triplet des parametres, nos avons
échantillonné 100 modeles MR Sort, et enregistré le temps
de calcul (7) et le taux d’erreur (err —rate) sur un ordinateur
portable avec le systtme d’exploitation Windows 7 (64 bit)
et embarquant un processeur Intel Core i7-4600 cadencé a
2.1 GHz et 8 GB de RAM.

Résultats en termes de temps de calcul.

Les premiers résultats concernent le temps de calcul. Ce
temps varie entre le dixieme de seconde et environ une cen-
taine de secondes, couvrant ainsi trois ordres de grandeur.
Les figures 3 et 4 décrivent 1’évolution du temps de cal-
cul (représentées en utilisant une échelle logarithmique) en
fonction de la taille de I’ensemble d’apprentissage (échelle
logarithmique) et le nombre de critéres (échelle proportion-
nelle), respectivement.

D’emblée, la figure 3 et la table 5 indiquent que nous
sommes environ 100 fois plus rapide que I'implémentation
faisant appel a une formulation en programmation linéaire
mixte (MIP), décrite dans [4]. Par exemple, si nous consi-
dérons 11 criteres, 3 catégories, et 100 alternatives de réfé-
rence, I’exécution de 1’algorithme 1 demande en moyenne
10 secondes, tandis que ce méme budget temporel ne per-
met de traiter des problemes avec 4 criteres, 2 catégories et
20 alternatives de référence par MIP, d’apres [4]. En outre,
nous soulignons que le temps de calcul dans notre cas inclut
a la fois la formulation du probleme SAT et sa résolution
(voir Algorithme 1)



Reference #erit 11 9 7 5 5 (MIP, [4])
alternatives | #categ. 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2
25 2.10° [ 2.10° | 6.10T [ 4.10°T [ 2.107T [ 1.107T | 7.1072 | 5.1072 || 2.10° | 5.107"
50 5.10° [ 4.10° | 1.10Y [ 9.10°" [ 3.10°T [ 2.107" [ 1.10°" [ 7.107% || 8.10" | 2.10°
100 1.10" [ 7.10° | 2.10° [ 6.10°T [ 4.10°T [ 4.10°T [ 1.107T | 1.10°T || 2.10" | 4.10T
200 2.10T [ 1.10T | 5.10° | 4.107 1.10° | 8.10°7 | 3.10°T | 2.107T - -
400 4.10" | 3.10T | 1.107 7.10° [ 2.10° | 2.10° | 6.1077 | 4.107T - -
TaBLE 5 — Temps de calcul (secondes)
100 qui correspond a I’ordre de grandeur du nombre de clauses
@ oueEeswme dinle probleme NCS-SAT).
g 10 ° gz::::::zz:::gg:::: En guise de synthese, nous proposons une formulation
g o 7ariteria-3caregories Pratique permettant de prévoir le temps de calcul néces-
§ . . ;z::::::gz::zgz:z saire pour résoudre une quelconque instance : compter 10
< o saiteria-2caregories - S€condes pour 11 criteres, 3 catégories et 100 alternatives de
§ ) référence ; puis doubler pour chaque critére supplémentaire,
g o1 ou lorsque le nombre d’exemples d’apprentissage double.
oo © 100 200 w00 Résultats sur la capacité du modéle inféré a restaurer le

Cardinality of the learning set X*

Figure 3 — Temps de calcul en fonction de la taille de
I’ensemble d’apprentissage
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Ficure 4 — Temps de calcul en fonction du nombre de
criteres

Ensuite, I’allure des différentes représentations gra-
phiques semble indiquer une dépendance affine entre, d’une
part, log 7 et log |X*|, et, d’autre part log¢ et log |N|. Plus
précisément, les coefficients permettant un ajustement af-
fine semblent compatibles avec une loi

ta |X*| x 2V

ou le temps de calcul est proportionnel au nombre d’alterna-
tives de référence et au nombre de coalitions de critéres (ce

modéle original.

Les tables 7 (pour 2 catégories) et 6 (pour 3 catégories)
indiquent le taux d’erreur en fonction du nombre de criteres
et la taille de I’ensemble d’apprentissage. Ces résultats sont
résumés dans les figures 5 et 6. Sans surprise, les résultats
obéissent aux principes selon lesquels un modele avec un
plus grand degré de liberté est plus difficile a déterminer
- ainsi les taux d’erreur augmentent avec le nombre de
criteres ou le nombre de catégories. Inversement, la taille de
I’ensemble d’alternatives de références, ou 1’on s’ assure que
les modeles M° et M€ coincident, représente I’effort fourni
- en termes de collecte d’information - pour aligner les deux
modeles. En toute logique, on observe que le taux d’erreur
diminue avec la taille de I’ensemble d’apprentissage.

Reference 5 7 9 11 5
alternatives | crit. | crit. | crit. | crit. (MIP, [4])
25 17% | 20% | 25% | 25% 22%
50 10% | 15% | 20% | 21% 15%
100 5% 8% 12% | 18% 7%
200 2% 4% 8% | 12% -
400 1% 2% 4% 6% -

TaBLE 6 — Taux d’erreur — 3 catégories

La comparaison entre la premiere et la derniére colonne
des tables 7 ou 6 révele que la performance de I’algorithme
1, basé sur la formulation SAT qui sélectionne aléatoirement
un modele NCS parmi I’ensemble des modeles compatibles,
n’est pas mauvaise et plutot similaire a la performance de
I’implémentation MIP proposée par [4], qui sélectionne le



MR Sort compatible en optimisant une certaine fonction
d’erreur.

Reference 5 7 9 11 5
alternatives | crit. | crit. | crit. | crit. (MIP, [4])
25 10% | 11% | 13% | 11% 12%
50 5% 9% | 10% | 11% 6%
100 3% 5% 9% | 10% 3%
200 2% 3% 5% 6% -
400 1% 2% 3% 5% -

TaBLE 7 — Taux d’erreur -2 catégories
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FiGure 5 — Erreurs d’affectation en fonction de la taille de
I’ensemble d’apprentissage — 2 catégories
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FiGure 6 — Erreurs d’affectation en fonction de la taille de
I’ensemble d’apprentissage—3 catégories

5 Conclusion et perspectives

Dans ce papier, nous avons considéré le modele de tri
multicritére non-compensatoire [1, 2], et nous avons pro-
posé une nouvelle formulation comme un probléme de sa-
tisfiabilité, permettant d’inférer ce modele a partir d’un en-
semble d’apprentissage fourni par un décideur. La question
de I’apprentissage de ce modele a déja été abordée dans la
littérature et résolue par diverses solutions, en particulier la
programmation mathématique en variables mixtes [4], ainsi
qu’une heuristique spécifique [6, 7]. En raison du temps
de calcul élevé, la formulation exacte ne peut étre appli-
quée qu’a des ensembles d’apprentissage de taille limitée.
Les heuristiques quant a elles peuvent traiter de larges en-
sembles de données, mais ne garantissent pas de trouver le
modele compatible avec I’ensemble d’apprentissage. Notre
nouvel algorithme fournit une telle garantie. Nous avons
implémenté et testé notre formulation, celle-ci surpasse les
approches exactes en termes de temps de calcul (réduction
du temps de calcul par un facteur 100).

Par ailleurs, cette bonne performance en termes de calcul
aurait pu étre contrebalancée par des capacités limitées du
modele inféré dans le cadre de la généralisation. En effet,
I’approche MIP se préoccupe de trouver le modele le plus
représentatif parmi I’ensemble des modeles compatibles
(a travers I’utilisation d’une fonction objectif), tandis que
notre approche SAT renvoie le premier modele compatible
trouvé. Nos expérimentations ont montré que les approches
MIP et SAT ont des performances similaires en termes de
généralisation. De ce fait, nous croyons que cet algorithme
apporte une forte valeur ajoutée aux techniques d’appren-
tissage des modeles de tri non-compensatoire basées sur
des ensembles d’apprentissage, et particulierement lorsque
ces ensembles sont de grande taille.

Notre travail laisse des questions ouvertes et offre éga-
lement de nouvelles perspectives. Premie¢rement, 1’algo-
rithme proposé est bien adapté pour étre intégré dans un
processus interactif. Ce dernier permettra au décideur d’éli-
citer interactivement le modele de tri non-compensatoire sur
la base d’un ensemble d’apprentissage qui est défini de ma-
niere incrémentale (voire d’autres informations préféren-
tielles). L’exploration de 1’ensemble des modeles possibles
(ALL-SAT) mérite d’étre étudiée. Deuxieémement, ce tra-
vail considere que I’ensemble d’apprentissage est consistant
(sans bruit), et une extension pour inclure 1’inconsistance
peut étre envisagée. L'étude d’une formulation MAX-SAT
pourrait étre intéressante dans ce cadre. Enfin, il serait per-
tinent de considérer une telle formulation dans la probléma-
tique de construction d’explications pour des recommanda-
tions répondant a des problémes de tri multi-criteres.
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Résumé

Dans cet article nous proposons une notion de bisimula-
tion alternée des capacités stratégiques avec information im-
parfaite. La bisimulation préserve les formules d’ATL pour
les variantes objective et subjective de la sémantique basée
sur états avec information imparfaite, qui est couramment
utilisé dans la modélisation et la vérification des systemes
multi-agents. De plus, nous appliquons ce résultat théorique
a la vérification de la résistance a la coercition dans le sys-
teme de vote dit three-ballot, un protocole qui n’utilise pas la
cryptographie. En particulier, nous démontrons que des sim-
plifications naturelles du modele initial du protocole sont en
fait des bisimulations du modele original, et donc elles satis-
font les mémes propriétés dans ATL, y compris la résistance
a la coercition. Ces simplifications permettent la terminai-
son de la vérification par I’ outil model checker MCMAS sur
des modeles avec un plus grand nombre d’électeurs et de
candidats par rapport au modele initial. Cet article a été ac-
cepté a AAMAS2017.

Abstract

We propose a notion of alternating bisimulation for
strategic abilities under imperfect information. The bisim-
ulation preserves formulas of ATL for both the objective
and subjective variants of the state-based semantics with
imperfect information, which are commonly used in the
modeling and verification of multi-agent systems. Further-
more, we apply the theoretical result to the verification of
coercion-resistance in the three-ballot voting system, a vot-
ing protocol that does not use cryptography. In particular,
we show that natural simplifications of an initial model of
the protocol are in fact bisimulations of the original model,
and therefore satisfy the same ATL properties, including
coercion-resistance. These simplifications allow the model-
checking tool MCMAS to terminate on models with a larger
number of voters and candidates, compared with the ini-

tial model. This paper has been accepted for presentation
at AAMAS2017.

1 Introduction

The realm of formal languages for expressing strategic
abilities of rational agents has witnessed a steady growth in
recent years [8, 9, 24]. Among the most significant contri-
butions we mention alternating-time temporal logic [3],
strategy logic [13, 33], coalition logic [38]. These lan-
guages include modal operators, indexed to coalitions A C
Ag of agents, to express that the agents in A have a strategy
to enforce a certain outcome, regardless of the behavior of
the agents in Ag \ A. These syntactical features allow us to
express winning conditions in multi-player games, notions
of equilibrium (e.g. Nash), strategy-proofness [13, 34].

However, if these logics for strategies are to be applied
to the specification and verification of multi-agent systems
[22, 28, 31], they need to be coupled with efficient model
checking techniques. Unfortunately, while in contexts of
perfect information we benefit from tractable algorithms
for model checking [3], the situation is rather different
once we consider imperfect information. In contexts of im-
perfect information the complexity of the verification task
ranges between AJ-completeness to undecidability, depen-
ding on whether we allow for perfect recall [20, 26]. In this
setting it is crucial to develop complementary model che-
cking techniques, in order to make the problem amenable.

In this line of research abstractions have proved to be a
valuable tool for efficient verification [14, 15]. In this ap-
proach the concrete system S to be verified is abstracted
into a “simpler” model S*, which typically contains “less”
transitions and therefore is “easier” to check in principle.



Then, the verification result is transferred from the abstract
S4 to the concrete S by virtue of some preservation re-
sult. Normally, preservation is guaranteed by proving that
the abstract S* is (bi)similar to S. (Bi)simulations are a
powerful tool to analyze the expressiveness of modal lan-
guages, starting with van Benthem’s result on modal logic
as the bisimulation-invariant fragment of first-order logic
[6]. However, (bi)simulations are a lot less understood in
logics for strategies, where they have been studied mostly
for contexts of perfect information [4, 23, 2].

In this paper we advance the state-of-the-art by intro-
ducing (bi)simulations for alternating-time temporal logic
(ATL) under imperfect information. We prove that these
(bi)simulations preserve the interpretation of formulas in
ATL, when interpreted with imperfect information and im-
perfect recall, for both the objective and subjective seman-
tics [8, 9]. Most interestingly for MAS verification, we ap-
ply these (bi)simulations to the abstraction of a class of
electronic voting protocols without encryption.

Electronic voting has increasingly been considered as a
robust alternative to paper-based voting due to a number
of advantages it offers : accessibility, availability, voter tur-
nout, less expensive and easier to use than paper voting,
faster and more accurate ballot counting and results. Howe-
ver, electronic voting poses a number of challenges, some
of which are common also to paper voting, but in a more
technological setting : resistance and resilience to coercion
and other types of fraud, secrecy, anonymity, verifiability,
democracy (the right to vote at most once), accountability.
Other issues are specific to electronic voting : access to in-
ternet, privatization, as well as public understanding and
trust [41].

An increasing amount of research has focused recently
on the verification of many of these properties for various
types of voting protocols [5, 16]. The frameworks used for
modeling and verifying security properties of voting proto-
cols include, to mention only a few, process calculi such as
the applied nt-calculus or CSP [18, 25, 43], rewriting-based
approaches [11, 19, 7], approaches based on flat transition
systems etc.

Here we develop a verification procedure for voting pro-
tocols that is based on a multi-agent logics approach. The
main advantage of an approach based on multi-agent logics
is the provision of a unified specification language for a va-
riety of properties. A simple example is the variety of en-
glish statements of (non-probabilistic) coercion resistance
that is around in the literature, which are usually implemen-
ted as behavioral equivalence properties involving some
process algebraic model of the system [16]. However such
approaches do not make it clear what is the system model
and what is the property to be verified on the system. Multi-
agent logics allow a clear separation of these two, as well
as a wider variety of properties, involving the existence of
attacker strategies. Our results, while only preliminary and

adressing a simplified version of the Three Ballot protocol
[40], allow the verification of systems with an increasing
number of voters and candidates when compared with the
approach based on process calculi from [35, 36].

Scheme of the Paper. In Section 2 we introduce the
syntax and semantics of ATL interpreted under imperfect
information and imperfect recall. In Section 3 we define
(bi)simulation relations in this setting and prove that they
preserve the interpretation of formulas in ATL. Then, in
Section 4 we present the three-ballot voting protocol and
formalize it as a game structure. In particular, we provide
two abstractions of the three-ballot voting protocol and
show that all systems are indeed bisimilar. Finally, in Sec-
tion 5 we evaluate the gains in verification time and re-
sources of model checking these abstractions in compari-
son to the original model. We conclude in Section 6 by dis-
cussing related works and by pointing to future directions
of research.

This paper has been accepted for presentation at the
16th International Conference on Autonomous Agents and
Multi-agent Systems (AAMAS2017).

2 The Formal Setting

In this section we introduce the syntax of ATL and its
semantics defined on concurrent games structures with im-
perfect information. The following definitions and notation
are taken from [20]. Concurrent game structures have been
introduced in [3] in a perfect information setting. Here we
consider their version for contexts of imperfect informa-
tion [27].

Definition 1 A concurrent game structure with imperfect
information, or iCGS, is a tuple G = (Ag, AP, S, 5o,
{~i}ticag, Act,d,—, ), where

— Ag is a nonempty and finite set of agents. Subsets
A € Ag of agents are called groups.

— S is a non-empty set of states and sy € S is the initial
state of G.

— For each agent i € Ag, ~; is an equivalence relation
on S, called the indistinguishability relation for i.

— Act is a finite non-empty set of actions. A tuple a =
(@i)ieag € Act* is called a joint action.

— d:AgxS — (24« {@}) is the protocol function.
For every i € Ag, d(i) returns the set of actions avai-
lable to agent i at each state. Protocol d satisfies the
property that, for all states s,s" € S and any agent
i, s ~; s implies d(i,s) = d(i,s"), that is, the same
actions are available to agent i in indistinguishable
states.

— 5C S8 x Act*8 x S is the transition relation such that,
for every state s € S and joint action @ € Act'S. We

write s — r for (s,a,r) €—. Moreover, s > r only if
a; €d(i,s) for every agent i € Ag.



— AP is a set of atomic propositions and 7t : § — 24F

is the state-labeling function.

By Def. 1 in a given state s, each agent i € Ag can per-
form the enabled actions in d(i, s). A joint action a fires a
transition from state s to some state s’ only if each g; is en-
abled for agent i in s. Further, each agent i is equipped with
an indistinguishability relation ~;, with s ~; s’ meaning that
i cannot tell state s from state s, i.e., agent i possesses the
same information in the two states. In particular, the same
actions are enabled in indistinguishable states.

Given an iCGS G as above, a run is a finite or infinite
sequence A = Sodgsi ... in ((S - Act18)*-S)u (S - Act'8)®

such that for every j > 0, s; 4, sjy1. Given a run 4 =
Sodosi - .. and j >0, A[ j] denotes the j+ 1-th state s; in the
sequence. For a group A C Ag of agents, a joint A-action
denotes a tuple s = (a;);es € Act” of actions, one for each
agent in A. For groups A € B C Ag of agents, a joint A-
action dy is extended by a joint B-action Z;B, denoted dy =
bp, if for every i € A, a; = b;. Also, a joint A-action dy is
enabled at state s € S if for each agent i € A, (aq); € d(i, 5).

We now introduce a notion of strategy adapted to iCGS
with imperfect information [27].

Definition 2 A (uniform) strategy for an agent i € Ag is a
function o : S — Act that is compatible with d and ~;, i.e.,
— forevery state s € S, o(s) €d(i,s);
— for all states s,r € S, s ~; r implies o(s) = o(r).

By Def. 2 a strategy in an iCGS has to be uniform in the
sense that in indistinguishable states it must return the same
action. Such strategies are also known as observational in
the literature on game theory. Note that in this paper we
use memoryless strategies, whereby only the current state
determines the action to perform. This choice is dictated by
the application in hand, namely voting protocols, in which
each agent’s memory is encoded in the agent’s state !. Per-
fect recall strategies with imperfect information can be de-
fined similarly, as memoryless strategies on tree unfoldings
of iCGS. We leave this extension for future work.

A strategy for a group A of agents is a family o4 = {07, |
a € A} of strategies, one for each agent in A. Given groups
A C B c Ag, a strategy o4 for group A, a state s € S, and
a joint B-action bp € Act® that is enabled at s, we say that
bp is compatible with o (in s) whenever o4 (s) bp. For

states s, r € S and strategy o4, we denote s ‘TA—(Y)> rifs S r
for some joint action & € Act"¢ that is compatible with o 4.

‘We define two notions of outcomes of strategy o4 at state
s, corresponding to the objective and subjective interpreta-
tion of ATL operators. Fix a state s and a strategy o4 for
group A.

1. Therefore memoryless strategies already encode the agent’s me-
mory of all her past observations.

1. The set of objective outcomes of o4 at s is defined as
oa(alj
outgb].(s,o'A) = {/l € Run(G) | Vj>0,4[/] RAICIEDN
AL+ 1]}
2. The set of subjective outcomes of o4 at s is defined
as outihj(s,O'A) = U outfhj(s',o'A).
i€A,s" ~is
Definition 3 The set of ATL formulas ¢ is defined by the
following BNF :

o == pl-ple—e|(A)Xe| (A)eUg | (A)pRe
where p € AP and A € Ag.

The ATL operator {(A)) intuitively means that ‘the agents
in group A have a (collective) strategy to achieve ...°,
where the goals are LTL formulas built by using operators
‘next’ X, ‘until’ U, and ‘release’ R. Note that the ’relea-
se’ operator R cannot be defined in ATL with imperfect
information by using “until’ U and ’globally’ G, as it is the
case in perfect information contexts [30], so we include it
for completeness. We define A-formulas as the formulas in
ATL in which A is the only group appearing in ATL moda-
lities.

Traditionally, ATL under imperfect information has been
given either state-based or history-based semantics, and se-
veral variations have been considered on the interpretation
of strategy operators. Here we present both the objective
and subjective variants of the state-based semantics with
imperfect information and imperfect recall.

Definition 4 Given an iCGS G, an ATL formula ¢, the sub-
jective (resp. objective) semantics of ¢ at state s, denoted
(G, s)Ex@ for x=subj (resp. x=0bj), is defined recursively
as follows :

(gas) Ex P
(g,s) Ey —p
(G.s)Exong

iffpen(s)

iW(G,s) e

iff (G,s) ey pand (G, s)Ec¢

(G.s) Ex (A)Xe  iff Joa VA€ out? (s,04), (G, A[1]) Er

(G, s) Ex (A)Uq' iff 3o a VA € out? (s,074),3j > 0 with
(G.A[J]) e ¢ and YO <k < j (G, A[k]) Ex ¢

(G.s) Ex (A)eR iff Jo4 VA € out (s,074), either ¥ j>0,
(G, ALj]) Ex @, or3k 2 0 with (G, A[k]) ¢’
and VO <1<k, (G, A1]) Ex ¢

Remark 5 The knowledge operator K; can be appended to
the syntax of ATL with the following semantics :

(G,s) Ex Kipiff Vs €S,s" ~; simplies (G,s") B, ¢

By considering the subjective interpretation of ATL, this
operator can be derived : (G, s) Eupj Kip iff (G,5) Eqnj
{i)Uq. There exists no such definition for the knowledge
operator in ATL with the objective semantics.



3 Simulations and Bisimulations

In this section we define simulation and bisimulation re-
lations on iCGS with imperfect information and perfect re-
call. The main result we prove is that bisimulations pre-
serve the interpretation of formulas in ATL. We start by
introducing relevant notions that will be used in the rest of
the paper.

A partial strategy for agent i € Ag is a partial function
o S — Act such that for each 5,5, € S, if 51 ~; 5, then
o(s1) = o(s2). We denote the domain of the partial stra-
tegy o as dom(o-). Given a group A € Ag, a partial strategy
profile for A € Ag is atuple (07;);ea of partial strategies, one
for each agent i € A. The set of partial strategy profiles for A
is denoted PStry. Given a set U € S of states and a group
A ¢ Ag, we denote PStrs(U) the set of partial strategies
whose domain is U :

PStra(U) = {(0i)iea € PStra | dom(c;) = U forallie A}

Given a group A ¢ Ag of agents, the collective know-
ledge relation ~§ is defined as U;eq ~;, While the common
knowledge relation ~§ is the transitive closure (Ujes ~i)"
of ~£. Then, ES(q) = {¢' € S | ¢ ~§ ¢} and C(q) =
{q' €S | ¢’ ~§ q} are respectively the collective and com-
mon knowledge neighbourhoods of state g for group A in
the iCGS G.

Definition 6 (Simulation) Given two iCGS G = (Ag,
AP,S, 5o, {~i}ieag, Act,d,—,7) and G' = (Ag,AP,S’, s,
{~}ieag- Act',d', ', ') sharing the set of agents Ag and
the set of atoms AP, and a group A C Ag of agents, a rela-
tion =4S S x S’ is a simulation for A iff ¢ =4 ¢’ implies
that

1 n(q)=n"(q');
2. ForeveryicAandr' €S', if ¢ ~ v’ then for some
reS wehave that g ~;rand r =, r'.

3. By denoting C4(q) = C§(q) and Cj(q) = C5 (q),
there exists a mapping ST = STc,(9).c,(q) with
ST : PStra(Ca(q)) = PStra(C)(q")) such that for
any two states r € Ca(q), ' € Cy(q'), if r =4 r' then
the following two properties hold :

(a) For every partial strategy o4 € PStra(Ca(q))

, ST(@)()
>

and state s' € S', if r s’ then there

. aa(r)
exists some state s such that r — s and s =4

s

(b) STcuq).ci(a) = STear).cy(r)-

A relation <= is a bisimulation iff both =, and ==
{(4',9) | ¢ =4 q'} are simulations.

Intuitively, by Def. 6 state ¢’ simulates q, i.e., ¢ =4 ¢’
implies that (1) ¢ and ¢’ agree on the interpretation of
atoms ; (2) ¢ simulates the epistemic transitions from ¢’ ;

BALLOT i BALLOT ! BALLOT
| |
| |
Alex Jones O ' Alex Jones O ' Alex Jones ]
I |
Bob Smith ® | Bob Smith @® | Bob Smith O
| |
Carol Wu O ' Carol Wu ® | Carol Wu ©
| |
3147524 | 7523416 | 5530219

FiGure 1 — Three-ballot showing a vote for Bob Smith

and (3) for every partial strategy o4, defined on the com-
mon knowledge neighborhood C4(g), we are able to find

some partial strategy ST (04) (the same for all states in

I . ST(U'A) oA
Ca(q)) such that the transition relations ——— and —

commute with the simulation relation = 4.

Remark 7 The problem of checking for the existence of a
bisimulation between two iCGS, for some set of agents A is
in PSPACE.

In order to prove that bisimilar states satisfy the same
formulas in ATL, we prove the following auxiliary result.

Proposition 8 If g =4 ¢’ then for every uniform strategy
O 4, there exists a uniform strategy o’y such that
(%) For every run ' ¢ out? (¢',0,), for x e
{subj,obj}, there exists an infinite run A1 €
out9(q, o 4) such that A(i) =4 A'(i) for every i > 0.

By using Proposition 8 we are finally able to prove the
main preservation result of this paper.

Theorem 9 Given two iCGS G and G' and states q € S,
q' € S’', suppose that g <>, q'. Then for every A-formula
@,

(G.q) =@ ifandonlyif (G'.¢)E¢

By Theorem 9 we obtain that bisimilar states preserve
the interpretation of ATL formulas. More precisely, if states
q and ¢’ are A-bisimilar then they satisfy the same A-
formulas.

4 Three-Ballot Voting Protocol

ThreeBallot [40, 39] is a voting protocol that strives to
achieve some desirable properties, such as anonymity and
verifiability of voting, without the use of cryptography. The
protocol proceeds as follows. Each voter identifies herself
at the poll site, and gets a paper “multi-ballot” to vote with.
The multi-ballot consists of three vertical ballots — identical
except for ID numbers at the bottom, see Figure 1 (presen-
ted after [40]). The voter fills in the multi-ballot, separates
the three parts and casts them in the ballot box. To cast
a vote for a candidate, one must mark exactly two (arbi-
trary) bubbles on the row of the candidate. To not vote for



a candidate, one must mark exactly one of the bubbles on
the candidate’s row (again, arbitrary one). In all the other
cases the vote is invalid. The ballots are tallied by counting
the number of bubbles marked for each candidate, and then
subtracting the number of voters from the count.

While voting, the voter also receives a copy of one of her
three ballots, and she can take it home. After the election
closes, all the ballots are scanned and published on the web
bulletin board. In consequence, the voter can check if her
receipt matches a ballot listed on the bulletin board. If no
ballot matches the receipt, the voter can file a protest.

Since ThreeBallot is not a cryptographic protocol, it
does not heavily rely on computers and counting can be
done directly. Moreover, voters have no responsibility to
ensure the integrity of cryptographic keys, and the security
process in their vote is essentially the same as with tradi-
tional ballots.

Properties. ThreeBallot was proposed to provide several
properties that reduce the possibility of electoral fraud.

Anonymity (cf. e.g. [35]) requires that no agent should
ever know how another voter voted, except in cases when
it is inevitable, such as when all the voters voted for the
same candidate. Anonymity is important because it limits
the opportunities of coercion and vote-buying. Coercion-
resistance requires that the voter cannot reveal the value of
her vote beyond doubt, even if she fully cooperates with the
coercer. As a consequence, the coercer has no way of de-
ciding whether to execute his threat (or, dually, pay for the
vote). A preliminary formalization of coercion-resistance
and receipt-freeness in ATL has been presented in [44].

Finally, end-to-end voter verifiability [42, 41] provides a
way to verify the outcome of the election by allowing vo-
ters to audit the information published by the system. Ty-
pically, the focus is on individual verifiability : each voter
should be able check if her vote has been taken into account
and has not been altered.

4.1 iCGS Model

We present here three iCGS models of the Three-Ballot
Voting system. All these models have been specified in
ISPL (Interpreted System Programming Language), the in-
put language of MCMAS. Several aspects of the voting
system have not been modeled : the ID of each ribbon, the
copy of the ribbon which is given back to each voter after
casting his/her ballot, the possibility for voters to verify the
presence of the ribbon they are given back after voting. We
model a single attacker who is also a voter and, as such,
must obey the voting protocol and does not interact in any
particular way with the other agents.

In the iCGS below, each agent is represented by means
of its local variables and their evolution. The vote collector
and bulletin board (BB) are modeled by the Environment
agent (call it Env). This agent contains local variables mo-

deling the fact that the voting process is open and the values
of ribbons on the BB. These variables are observable by all
voters, including the attacker. Env also contains private va-
riables used for collecting ribbons and disposes of the three
actions Act, = {stop, collect,nop} for waiting closing elec-
tions, collecting votes and, finally, looping after the end of
the publication of the BB.

Elections are closed immediately after the voting starts.
This peculiarity of our models avoids us dealing with a
vote collector which never stops the voting process, which
may lead to the vacuous falsity of the formulas checked un-
less some fairness property is enforced — and, for the time
being, fairness is not handled by our alternating bisimula-
tion.

The agents representing voters have each a private va-
riable representing their choice for a candidate. Then they
share three "ballot" variables with Env. These variables
represent the ribbons that are created by the "voting ma-
chine". Casting the vote is modeled by creating the three
ribbons, compatible with the choice of each candidate.
Votes are already cast in the initial state. Being visible by
Env, the values of the three ribbons are copied by Env on
the (variables represented on the) BB in a random order.
Each agent has two actions : vote, by which the voter casts
his/her vote, and nop, a non-voting or idle action. vote is
enabled only in the initial state, nope is enabled everyw-
here. All agent variables are never modified during the vo-
ting process.

In the first model, denoted G,,,, for each agent choice, all
configurations of the three ribbons which are compatible
with the agent’s choice may occur. The communication bet-
ween each agent and Env is entirely at Env’s charge, who
has direct access to agents’ ribbons and copies them onto
the BB. Copying is also done at random : Env chooses a
non-copied ribbon from a voter who has cast his vote (boo-
lean variables are defined to help Env identify these situa-
tions) and copies it onto a free position on the BB.

With the second model, denoted Gj.x, we model a vo-
ting machine which sorts, according to the lexicographic
order, the three ribbons produced for the agent’s choice,
and places the largest one in the first "ballot" variable of
the voter, the second largest in the second variable, and the
smallest in the third variable. Hence, for each choice of an
agent, there are still several configurations of ribbons that
are produced, but we no longer produce all permutations of
a configuration, but a single representative of that permuta-
tion.

Finally, we modify Gy, into a third model, in which Env
no longer copies ribbons on the BB, but rather counts the
votes for each candidate by peeping at the "ballot" variables
of each voter. This model is denoted G .o

Formally, in the case of G,, for n voters and
nc candidates, each global state has the form
(vopen, pub, (ribb¢)1<¢<3n,



(chi, vi)1<isn» (8ij> @ij)1<i<n1<j<3) Where
1. The local state for voter i is
(vopen, pub, ribby, ribb,, ...ribbs,, vi, si1, Si2, 8i3)
2. Boolean vopen holds true when the vote is opened
and pub signals that all ribbons of agents that have
voted are published on the BB.

3. Integer 1 < ch; < nc specifies the choice of agent i.
4. Boolean v; (1 <i < n) tells whether agent i has voted.

5. Integer variables s;; (1 < j < 3) represent the "bal-
lots" of voter i. They are shared between each agent
and Env, who copies them onto the BB.

6. Integer variables ribb, (1 < € < 3n) represent the BB.

7. Booleans g;; are used by Env for remembering which
ballots s;; have been copied on the BB.

Initial states are such that vopen = true, v; = false for
all i < n, variables ribb, are undefined value 1, a;; = false
and, for variables s;; we have the following rules mode-
ling the creation of a triple of ribbons compatible with a
choice of a candidate : for each voter i, let b, = b;k be the
bit representing the bubble on the line corresponding with
candidate k of the jth ballot of i’s vote, as given by ch;. A
tuple (bjx)i<j<3,1<k<nc 1S compatible with choice ch; if the
following properties hold :

1. if k = ch; then 3p < 3 s.t. by = 0 and Vp' # p,

by =1
2. if k # ch; then 3p < 3 s.t. by = 1 and Vp' # p,
by =0

Denote B(ch;) the set of bit tuples (bjx)1<j<3,1<k<nc COM-
patible with ch;. Denote further by R(ch;) the transfor-
mation of these bit tuples into integer triples modeling
the valid ballots compatible with the choice ch;, R(ch;) =
{(st)igjes | st = Tiaencbix - 271 (i) igjaaichan €
B(ch;)}. (For instance, valid triples of integers compatible
with a voting intention for candidate 2 and nc = 2 are all
permutations of (3,2,0) plus all permutations of (2,2,1).)

Then (sj)1<j<3 € R(ch;) foreach 1 <i<n,1<j<3.

Transitions are then of  the form
(vopen, pub, (ribb¢)1<¢<3n,

(ae,al ﬂz.m,an) / 2
(€hi, vi) 1<icns (8ij> @ij) 1<i<n1<j<3) ———> (vopen', pub’,

(ribby) 1<e<ans (¢his vi)icicns (81> @i;) 1<isn.1<j<3) With :

1. vopen' = false if (a, = stop or vopen = false) and
vopen' = true otherwise. Action a, = stop is the only
available action for Env if vopen = true.

2. For a; = vote, v! = true, and for a; = nop, v} = v;.

3. For a, = collect and a; = nop for all i we have the
following rules :

(a) There exists some subset of pairs A € {1,..,n} x
{1,..,3} with a]; = a;; = true for all (i, j) € A.
(b) There exists (ip,jo) ¢ A with a] o = true,
ai,jo = false and for all (i, ) ¢ A u{(iv,jo)},
aj; = false.

(c) There exists some B ¢ {1,..,3n} with card(B) =
card(A), ribby = ribb, for all £ € B.

(d) There exists some k ¢ B, 1 < k < 3n with ribb, =
1, ribby, = s;, ;, and ribby = 1 forall £ ¢ Bu {k}.

4. Action a, = nop can only be executed when, for each
i, either all a;; = true or v; = false, and its effect is
to modify only pub’ = true, all the other variables
remaining unchanged.

In Gy, transitions are identical to the above, the only dif-
ference being in the initial states, more specifically in the
configuration of variables s;;. These are instantiated such
that (sij)1<j3 € {max(Perm((st;)i<j<3)) | (stj)icjes €
Ry, } for each 1 < i < n, the maximum being considered
under the lexicographic order and Perm((st;) 1< <3) stands
for the set of all permutations of the tuple (s7;)i<;<3.

Finally, the iCGS Gy is similar with G, but all va-

riables ribb, are replaced with nc variables (coy ) <k<ne- The
local state for agent i is then (vopen, pub, coy, . . ., COye,
Vi, Si1, Si2» 8i3). The description of transitions is then the
same, excepting the case for a, = collect and items 3.(c)-
3.(d) above (defining the updates of variables ribb,), which
are replaced by the following :

3.(c’) Foreach 1 <k < ne, if aj; # a;; then co = coy +

bjjx, where b;j is the k-th least significant bit of s;,
otherwise coj, = coy.

4.2 Bisimulations for gmt, glex and gcount

The three models defined in the previous section seem
naturally related w.r.t. some properties — in particular those
related with the attacker modifying the outcome of the vote
or breaking the anonymity. The interest in simplifying the
model is that checking the coercion resistance property can
be done faster and with less memory on G, than on Gj,,,
which, on its turn, requires less time and memory than G,,,,
as we will see in the last section. In this section we show
that the three models are bisimilar for the attacker, for the
set of atomic propositions that refer only to choices of the
agents. The fact which formalizes the "natural relation"
between them and allows us to check a coercion resistance
property on the simplest one and then generalizing the re-
sults on the two others, in particular on the largest model.
Note that this bisimulation works because the properties do
not refer to the status of the BB. For instance, these bisi-
mulations would not be useful for simplifying systems for
verifiability [18].

Formally, for each choice for an agent i to vote for a
candidate j, we utilize an atomic proposition p.,-;, which
holds true only in those states in which ch; = j. Then
if we denote the attacker att = n and AP = {py-; |
1 < i < nl < j < nc}, the following relation is
an {att}-bisimulation over AP between G, and G, :
(vopen, pub, (ribby)1<¢<3n, (¢his vi)1<i<ns



1 ! ’ RN
(Sij,dij)lsisn,lsjsa) = {anry (vopen', pub’, (ribb} ) 1<t<3n,
(chl,vi)i<igns (sfj, al{j)lgign,lgjg) iff the following hold :

1. vopen = vopen', pub = pub', v; = !, ch; = ch; for all
1 < i< nand ribby = ribb) for all 1 < £ < 3n.

2. For each 1 < i < n, if we denote bj; the kth least
significant bit of s;; and b’ the kth bit of s/;, then
both () 1<j<3,1¢k<nes (Dip) 1< <3 1k<ne € B(chy).

3. Denote p; the Sj3-permutation of (s;1,5;,5;3) into
(sir
8. Si3)- 1.e. 5ij = 5}, (;)- Also when s;; = sj; = L we
put p; = idg, 5 3,. Then a;; = a,fpl_(j) for all i, j.

Stated differently, the 3rd item above says that (b7) is
the largest, in lexicographic order, among all tuples in B,
which are permutations of ().

For  Gp, and  Gepu» We
the following  {art}-bisimulation
(vopen, pub, (ribbe) 1<e<an. (chi, Vi) 1<i<ns
(51 @ij)1<isn1<j<3) <=0y (vopen', pub’, (cox) 1<kencs
(chi,vi)isins (s:{j’az{j)lsis:z,lsjﬁ?)) where :

consider
AP

may
over

L. vopen = vopen', pub = pub', v; =V, ch; = ch;, s;; =
s,vjanda,-_,-:a;jforall 1<i<n1<j<3.

2. Foreach 1 < £ <3nand 1 <k < nc, if we denote by
the kth least significant bit on the ribbon ribby, then :

cop = > {ba | ribbe # 1,1 < £ < 3n}

To prove that these relations are indeed alternating bi-
simulations, note that the condition 1 is trivially satisfied
as whenever ¢ 45‘{[["} q' (t = 1,2), we must have that
(chi=j)eqiff (chi=j)eq'.

To prove properties 2 and 2-dual for ‘E%a > take states

4,70 Gror and 1 € Gex With g <=1 ,1 @', ¢ ~an 7. Then

q = (vopen,pub,(ribbe) 1<e<an, (Chi, Vi) 1<i<ns (81,4 ) 1<i<n, 1<<3)
q' = (vopen,pub,(ribb) 1<t<an,(hi, Vi) 1<i<n> (51501 ) 1<i<n.1<j<3)

r = (vopen,pub,(ribbe) 1<c<in, (Chis V) 1<i<ns (5i581) 1<i<n 1< <3)

with ¢, ¢’ related by the definition of @}a ) above and

!

chay = chay, Eazt,j = San,j

Put then

and gy j = ag,, ; forall 1 < j <3.

¥’ = (vopen, pub, (ribb;)1<c<ans (chis Vi) 1<icn—1s (Chares Vart )

(81> @i )1<icn-1.1<j<3> (Sair.j» arrj) 1<j<3)

and we get the desired result : ¢’ ‘E’za ) rand r ~gy 1.

The mirror argument also works : for ¢ a}(m} q' and

q' ~u: r' we may choose g ‘E’iatt} rand r ~g, 1.
Conditions 2 and 2-dual for e»%(m} can be proved si-

milarly, by observing that, ¢ @%an} q and g ~g; r with

g7 € Grex and q' € Gepun, then :

q = (vopen,pub,(ribbe) 1<e<an, (€hi,vi) 1<isns (8150 7) 1<isn1<j<3)
q'= (vopen,pub,(cor) 1<k<ne(hisvi) 1<i<n>(51501) 1<i<n 1<j<3)

r = (vopen,pub,(ribbe) 1<e<in, (ChisVi) 1<icns (5i5@i)) 1<i<n,1<j<3)

with the same relationship between variables of g and r;
and then, for

r' = (vopen, pub, (cor) 1<k<nes (Chis Vi) 1<icn—1s (Chasts Varr )

(S,{j, a,’~_,~)1<ign—1,1<j<3, (Sart,j» Garr,j)1<j<3)

we get g’ <E>Zun rand r ~g 1.

Finally, for conditions 3 and 3-dual, note first that for any
state g € Gy OF g € Glox, Cure(q) 18 just the equivalence class
of g W.r.t. ~u, that is, if g = (vopen, pub, (ribb;) 1<¢<3ns
(chi,vi)i<isns (8ij» @ij) 1<i<n1<j<3)>  then Cay(q) is com-
posed of all states with local state for att of the form
((ribbe) 1<e<an,

Chasts Varrs (Satt,j’ aan,j)lgj@)-

larly, for ¢ € Geounr  With ¢’ =
(vopen, pub, (co}) 1<ksnes (ChiV]) 1<i<ns (1501 ) 1<i<n1<)j<3)
C.u(q") is composed of all states with local state for art
composed of ((Cok ) L<ksnes Charts Varts (Satt,ja aatt,j) 1sjs3)-

Note first that, in all three iCGS, on each neighborhood
Cuu(q), only one or two partial strategies for ast can be
defined, depending whether the vote is open or not. There-
fore, we may define the mapping S ch;"' ().C%% () to asso-
ciate to each partial strategy prescribing nop to att in some
C9¢(q) the quasi-identical strategy prescribing the same
action in C%(¢'), and, similarly, to the partial strategy
prescribing vote to att in C(q) the strategy prescribing
vote in C9%(q'). The dual mapping ST is defined simi-
larly, and the same definitions work for the bisimulation
E»%a "y Note that these definitions already satisfy property
3.(b) of bisimulations.

To prove property 3.(a), consider first the strategy vote,;;
prescribing vote for art on C%(¢) and take some state r

; Volea

with ¢ — r’. Since when voting is enabled, Environ-
ment does not collect votes, ' has the same BB as ¢ and all
booleans a;; are false. Therefore, we may choose the state

r which has the same local variables as r’ for all voters and
ST (votea)

Simi-

the same BB as ¢, and get ¢’ r"and r eiatt} r.

A similar proof works for e»%a e
Consider now the strategy none,; prescribing action

nop for att on C9(q) and take again some state r’ with

NnOPan . . .
¢ 2 1 Note that this action is only enabled when the

vote is closed. Then the only agent which executes a non-
idle action on the above transition is Environment. By this
transition, Environment copies one of the ribbons onto the
BB. This transition can then be simulated in G,,, by copying
the same ribbon (but which might be stored at a different
position in ¢ than in ¢') onto the BB. A mirror argument
can be used to prove 3.(a) for ST'.



Finally, for provil?g point 3.(a) for g @%an} q’, note that
the same considerations above apply for the case of a tran-
sition from a state ¢’ in which the voting is open. For the
case of states g, ¢’ where the voting is closed and hence

only strategy nop,; is available to the attacker, we note

that the only action which is compatible with ¢ L rin

both models is Environment collecting votes. This corres-
ponds in G, With an action in which Environment counts
votes, and hence we may find a state » which is an nop ;-
compatible successor of ¢, which has the same local states
for voters as ' and in which each counter coy of r' keeps
the sum of the bullets on kth line on the copied ribbons
from r. This will ensure r e%m} r.

5 Experimental Results

In this section, we exhibit the improvements in running
time when checking the same properties over the three bisi-
milar models. The three models are checked with growing
number of voters and candidates. For our experiments, we
have used the last version of MCMAS (1.2.2) [31]. Tests
were made on a virtual machine running Ubuntu 16.04.1
LTS on a Dell PowerEdge R720 server with two Intel Xeon
E5-2650 8 core processors at 2GHz, and 128 GB of RAM.
The .ispl files containing the tested models of the voting
system are available at [1].

The formulas that are verified on all these models re-
present a variant of coercion resistance [44]. They specify
the fact that the attacker att has no strategy by which he
could know how agent i has voted (i # att) :

i = (at)F(pub n (vi > \/ Kau(j = ch;)))

I<j<ne

(Recall that, in our model the attacker is also a voter, which
corresponds with situations in which a voter fully coope-
rates with the attacker).

MCMAS provides two options, -atlk 2 or -uniform,
for checking ATL formulas with uniform strategies, with
some differences in the semantics of ATL formulas
(-uniform is similar with “irrevocable strategies” of [2]).
We observed that neither of these options were stable, and
lead to a number of experiments ending with inconsistent
results or MCMAS terminating abnormally. We refer the
interested reader to [10].

We then checked the coercion resistance property with
-atlk 1 option, which utilizes ATL with perfect infor-
mation. This is nevertheless consistent with our theoretical
setting since all tests show that the formulas are false, and
whenever a positive ATL formula is false under the perfect
information semantics, it is also false under the imperfect
information semantics, and hence preserved by alternating
bisimulations.

For the total model G,,, the only configurations for which
MCMAS produces results in reasonable time are shown in

Table 1, which gives running times and state space (deno-
ted |S|). For G, the state space is smaller and, therefore,
the model with three voters and three candidates gives a
also reasonable running time. For all the other cases, MC-
MAS outputs the result faster than for G,,,. Statistics are
given in Table 2. Finally, the models G, can be veri-
fied much faster, the number of reachable states decreasing
substantially, allowing for verifying the formula for 4 vo-
ters and 3 candidates in 44 seconds. Statistics are given in
Table 3. In all these tables, NA means a 2 hours timeout
has been reached without obtaining any result.

# voters
2v 3v 4v
; 0.93s 7.765 s
=]
;é 2 IS| =3.49091e+06 | |S| = 1.46625e+10 NA
S 23.61s
= | 3¢ | |5 = 2440480408 NA NA
TaBLE 1 — MCMAS statistics for Gy
# voters
2v 3v 4v
S| 2 0.38s 3425 823.12's
E |S| = 196388 IS| = 1.92068e+08 | |S|=2.26211e+11
51 3¢ 15325 4807.79 s NA
) IS = 8.09895e+06 | |S| = 1.03982e+11
TABLE 2 — MCMAS statistics for Gjex
# voters
2v 3v 4v Sv
512 0.15s 072s 2395 17.03 s
S| 7| IsI=4406 IS| = 39201 IS|= 3.08043e+06 | [S| = 6.57133¢+07
5 044s 1295 1418 A
# | 9¢ | IS|= 101993 | [S| = 3.81446e+06 | [S] = 2.17425¢+09

TABLE 3 — MCMAS statistics for Geouns

We also verified an anonymity property, specified in
CTLK, with the same aim at showing the improvements
obtained with bisimulations. Note that, for any group A,
an A-bisimulation is also a bisimulation of the epistemic
labeled transition systems, hence the two systems satisfy
the same CTLK formulas. The CTLK formula that we tes-
ted is ¢f = AG(not_same - (Ai¢jcnc ~KanDen=j)) which
utilizes an atomic proposition not_same which avoids una-
nimity. Note that not_same can be defined using only the
atoms in AP.

6 Conclusions

In this paper we advanced the state-of-the-art in the mo-
del theory of the strategy logic ATL under imperfect infor-
mation and imperfect recall. Specifically, we introduced a
novel notion of (bi)simulation on iCGS that preserves the
interpretation of ATL formulas (Theorem 9). Then, we ap-
plied this theoretical result to the verification of the Three-
Ballot voting system, a relevant voting protocol without



# voters
2v 3v 4v
< 07765 65315
=
Z | 2 || 15]=3.72655¢+06 | 15| = 1.46625e+10 | VA
30, 19811 s 66T | n
® | 3¢ || 5] = 2.44048e+08 | IS] = 1.69347e+13

TaBLE 4 — MCMAS statistics : G, and CTLK formula

# voters
2v 3v 4v
<15 0375 3.035 s NA
g1 IS|= 196388 | IS| = 1.92068¢+08
S| .. 1526's NA's
# | 3| 151~ 809895406 NA

TABLE 5 — MCMAS statistics : Gi.x and CTLK formula

# voters

2v 3v 4v Sv
I 0.099 s 0.553s 1.507 s 8.87s
=] |S| = 4406 IS = 39201 [S|=3.08043e+06 | |S| = 6.57133e+07
S5, 0.44 s 429s 26.078 s
= | 3¢ IS| = 101993 | |S| = 3.81446e+06 | |S| = 2.17425e+09 NA

TABLE 6 — MCMAS statistics : Geounr and CTLK formula

cryptography. In particular, we model check the “simpler”
bisimilar abstractions of the ThreeBallot system, and then
transfer the result to the original model in virtue of Theo-
rem 9. As reported in the experimental results, the gains in
terms of both time and memory resources are significant.

The literature on both logics for strategies and the for-
mal verification of voting protocols is extensive and rapidly
growing. Hereafter we only consider the works most clo-
sely related to the present contribution.

Bisimulations for ATL. An in-depth study of model
equivalences induced by various temporal logics appears in
[23]. Bisimulations for ATL with perfect information have
been introduced in [4]. Since then there have been various
attempts to extend these to imperfect information contexts
[2, 17]. In [17, 32] non-local model equivalences for ATL
with imperfect information have been put forward. Howe-
ver, to our knowledge these works do not deal with the im-
perfect information/imperfect recall setting here conside-
red, nor do they provide a local account of bisimulations.

Verification of Voting Protocols. The present contri-
bution is inspired by recent works on the verification of
voting protocols, mostly by using the n-calculus and CSP
[18, 25, 43]. In [5] the authors define two semantic criteria
for single transferable vote (STV) schemes, then show how
bounded model-checking and SMT solvers can be used to
check whether these criteria are met. In [35] anonymity
properties of voting protocols are verified by using CSP. In
particular, in [36] the authors construct CSP models of the
ThreeBallot system and use them to produce an automated
formal analysis of their anonymity properties. One issue we
identify with this approach is that the system model and the
property to be verified are not clearly distinguished. On the
contrary, multi-agent logics allow a clear separation of the
two, as well as a wider variety of properties, also involving

the existence of attacker strategies. Specifically, in our ex-
periments we are able to model check ThreeBallot systems
with 5 voters and 2 candidates, or 4 candidates and 3 vo-
ters, while in [36] results are provided for at most 3 voters
and 2 candidates.

Future Work. We envisage several extensions of the
present contribution. First, it is of interest to develop bi-
simulations for iCGS with perfect and bounded recall, as
in many application domains agents do have some memory
of past states and actions. Also for the verification of voting
protocols, it is key to extend ATL with epistemic modalities
to express naturally properties of anonymity and confiden-
tiality. We remarked that individual knowledge is expres-
sible in the subjective semantics. However, no such result
holds for the objective interpretation, nor common know-
ledge happens to be definable. Finally, we aim at automa-
ting and implementing the procedures described in this pa-
per in a model checking tool for the formal verification of
(electronic) voting protocols.

Acknowledgements. F. Belardinelli acknowledges the
support of the ANR JCJC Project SVeDaS (ANR-16-
CE40-0021). W. Jamroga acknowledges the support of the
National Centre for Research and Development (NCBR),
Poland, under the project VoteVerif (POLLUX-1V/1/2016).

Références

[1] ISPL Files for ThreeBallot Voting Protocol. https:
//www .dropbox.com/sh/ferdoge9hi4cmbx/
AAA1hLyOgrmCoBVqZf6wbKLWa?d1=0. November
2016.

[2] Agotnes, T., V. Goranko et W. Jamroga: Alternating-
time Temporal Logics with Irrevocable Strategies.
Dans Proceedings of TARK XI, pages 15-24, 2007.

[3] Alur, R., T. A. Henzinger et O. Kupferman:
Alternating-Time Temporal Logic. Journal of the
ACM, 49(5) :672-713, 2002.

[4] Alur, Rajeev, Thomas A. Henzinger, Orna Kupfer-
man et Moshe Y. Vardi: Alternating refinement rela-
tions. Dans In Proceedings of the Ninth International
Conference on Concurrency Theory (CONCUR’9S),
volume 1466 of LNCS, pages 163-178. Springer-
Verlag, 1998.

[5] Beckert, Bernhard, Rajeev Goré, Carsten Schiirmann,
Thorsten Bormer et Jian Wang: Verifying Voting
Schemes. J. Inf. Secur. Appl., 19(2) :115-129, avril
2014, ISSN 2214-2126. http://dx.doi.org/10.
1016/j.jisa.2014.04.005.

[6] Blackburn, P, M. de Rijke et Y. Venema: Modal
Logic, tome 53 de Cambridge Tracts in Theoreti-
cal Computer Science. Cambridge University Press,
2001.



(71

[8

—

(91

(11]

(12]

(13]

[14]

[15]

[16]

(171

Boureanu, I., A. V. Jones et A. Lomuscio: Auto-
matic Verification of Epistemic Specifications Under
Convergent Equational Theories. Dans Proceedings
of the 11th International Conference on Autonomous
Agents and Multi-Agent Systems (AAMAS’12), pages
1141-1148. IFAAMAS, 2012.

Bulling, N., J. Dix et W. Jamroga: Model Checking
Logics of Strategic Ability : Complexity. Dans Specifi-
cation and Verification of Multi-agent Systems, pages
125-159. Springer, 2010.

Bulling, N. et W. Jamroga: Comparing variants of
strategic ability : how uncertainty and memory in-
fluence general properties of games. Autonomous
Agents and Multi-Agent Systems, 28(3) :474-518,
2014.

Busard, Simon, Charles Pecheur, Hongyang Qu et
Franco Raimondi: Reasoning about memoryless stra-
tegies under partial observability and unconditional
fairness constraints. Information and Computation,
242 :128-156, 2015.

Cervesato, 1., N. A. Durgin, P. Lincoln, J. C. Mitchell
et A. Scedrov: A Meta-Notation for Protocol Analy-
sis. Dans Proceedings of the 12th IEEE Computer Se-
curity Foundations Workshop (CSFW’99), pages 55—
69. IEEE Computer Society, 1999.

Chadha, Rohit, Steve Kremer et Andre Scedrov: For-
mal Analysis of Multiparty Contract Signing. J. Au-
tom. Reasoning, 36(1-2) :39-83, 2006. http://dx.
doi.org/10.1007/s10817-005-9019-5.

Chatterjee, K., T. Henzinger et N. Piterman: Strategy
Logic. Dans Proceedings of the 18th International
Conference on Concurrency Theory (CONCURO7),
tome 4703, pages 59-73, 2007.

Clarke, E. M., O. Grumberg, S. Jha, Y. Lu et H.
Veith: Counterexample-Guided Abstraction Refine-
ment. Dans Proceedings of the 12th International
Conference on Computer Aided Verification (CAV00),
tome 1855 de Lecture Notes in Computer Science,
pages 154-169. Springer, 2000.

Clarke, E. M., O. Grumberg et D. Long: Model
Checking and Abstractions. ACM Transactions on
Programming Languages and Systems, 16(5) :1512—
1542, 1994.

Cortier, Véronique: Formal Verification of e-Voting :
Solutions and Challenges. ACM SIGLOG News,
2(1) :25-34, janvier 2015, ISSN 2372-3491. http:
//doi.acm.org/10.1145/2728816.2728823.

Dastani, M. et W. Jamroga: Reasoning about Strate-
gies of Multi-Agent Programs. Dans Proceedings of
AAMAS2010, pages 625-632, 2010.

(18]

[19]

(20]

(21]

(22]

(23]

(24]

[25]

(26]

(27]

(28]

(29]

Delaune, S., S. Kremer et M. Ryan: Verifying
Privacy-Type Properties of Electronic Voting Proto-
cols. Journal of Computer Security, 17(4) :435-487,
2009.

Denker, G. et J. K. Millen: Modeling Group Com-
munication Protocols Using Multiset Term Rewriting.
Electr. Notes Theor. Comput. Sci., 71 :20-39, 2002.

Dima, Catalin et Ferucio Laurentiu Tiplea: Model-
checking ATL under Imperfect Information and Per-
fect Recall Semantics is Undecidable. CoRR,
abs/1102.4225, 2011. http://arxiv.org/abs/
1102.4225.

Eijck, Jan van et Simona Orzan: Epistemic Verifi-
cation of Anonymity. Electr. Notes Theor. Comput.
Sci., 168 :159-174, 2007. http://dx.doi.org/
10.1016/j.entcs.2006.08.026.

Gammie, P. et R. van der Meyden: MCK : Model Che-
cking the Logic of Knowledge. Dans Proceedings
of 16th International Conference on Computer Aided
Verification (CAV04), tome 3114 de Lecture Notes in
Computer Science, pages 479-483. Springer, 2004.

Goltz, Ursula, Ruurd Kuiper et Wojciech Penczek:
Propositional Temporal Logics and Equivalences.
Dans Proceedings of CONCUR °92, pages 222-236,
1992.

Goranko, V. et W. Jamroga: Comparing Seman-
tics for Logics of Multi-agent Systems. Synthese,
139(2) :241-280, 2004.

Hoare, C. A. R.: Communicating Sequential Pro-
cesses. Commun. ACM, 21(8) :666-677, 1978.

Jamroga, W. et J. Dix: Model checking abilities un-
der incomplete information is indeed (5%-complete.
Dans Proceedings of the 4th European Workshop on
Multi-Agent Systems EUMAS’06, pages 14—15. Cite-
seer, 2006.

Jamroga, W. et W. van der Hoek: Agents that Know
How to Play. Fundamenta Informaticae, 62 :1-35,
2004.

Kacprzak, M., W. Nabialek, A. Niewiadomski, W.
Penczek, A. Polrola, M. Szreter, B. WozZna et A. Zbr-
zezny: VerICS 2007 - a Model Checker for Know-
ledge and Real-Time. Fundamenta Informaticae,
85(1) :313-328, 2008.

Kiisters, Ralf, Tomasz Truderung et Andreas Vogt:
Verifiability, Privacy, and Coercion-Resistance : New
Insights from a Case Study. Dans 32nd IEEE Sym-
posium on Security and Privacy, S&P 2011, 22-25
May 2011, Berkeley, California, USA, pages 538—
553. IEEE Computer Society, 2011. http://dx.
doi.org/10.1109/SP.2011.21.



[30] Laroussinie, Francois, Nicolas Markey et Ghas-
san Oreiby: On the Expressiveness and Complexity
of ATL. Logical Methods in Computer Science,
4(2:7), mai 2008. http://www.lsv.ens-cachan.
fr/Publis/PAPERS/PDF/LMO-1mcs08.pdf.

A., H. Qu et F Raimondi:
MAS A Model Checker for the
cation of Multi-Agent Systems. Software
Tools for Technology Transfer, 2015. http:
//dx.doi.org/10.1007/s10009-015-0378-x,
http ://dx.doi.org/10.1007/s10009-015-0378-x.

[32] Melissen, M.: Game Theory and Logic for Non-
repudiation Protocols and Attack Analysis. These de
doctorat, University of Luxembourg, 2013.

[33] Mogavero, F., A. Murano, G. Perelli et M. Y. Vardi:
Reasoning About Strategies : On the Model-Checking
Problem. ACM Transactions in Computational Logic,
15(4) :34 :1-34 :47, 2014. http://doi.acm.org/
10.1145/2631917.

[34] Mogavero, F., A. Murano et M. Vardi: Reasoning
About Strategies. Dans Proceedings of the 30th
IARCS Annual Conference on Foundations of Soft-
ware Technology and Theoretical Computer Science
(FSTTCS10), tome 8, pages 133—144. Schloss Dag-
stuhl, 2010.

[35] Moran, Murat, James Heather et Steve Schneider:
Verifying anonymity in voting systems using CSP.
Formal Aspects of Computing, 26(1) :63-98, 2014,
ISSN 1433-299X. http://dx.doi.org/10.1007/
s00165-012-0268-x.

[36] Moran, Murat, James Heather et Steve Schnei-
der: Automated anonymity verification of the
ThreeBallot and VAV voting systems.  Software
& Systems Modeling, 15(4) :1049-1062, 2016,
ISSN 1619-1374. http://dx.doi.org/10.1007/
s10270-014-0445-x.

[37] NeuhduBer, Martin R. et Joost-Pieter Katoen: Bisimu-
lation and Logical Preservation for Continuous-Time
Markov Decision Processes. Dans CONCUR 2007
- Concurrency Theory, 18th International Confe-
rence, CONCUR 2007, Lisbon, Portugal, Septem-
ber 3-8, 2007, Proceedings, tome 4703 de Lec-
ture Notes in Computer Science, pages 412-427.
Springer, 2007. http://dx.doi.org/10.1007/
978-3-540-74407-8_28.

[38] Pauly, M.: A Modal Logic for Coalitional Power
in Games. Journal of Logic and Computation,
12(1) :149-166, 2002. http://dx.doi.org/10.
1093/logcom/12.1.149.

[39] R. Rivest, W. Smith: Three Voting Protocols : Three-
Ballot, VAV, and Twin. Dans Proceedings of USE-
NIX/ACCURATE Electronic Voting Technology Work-
shop (EVT), 2007.

MC-
Verifi-

[31] Lomuscio,

[40] Rivest, R. L.: The ThreeBallot Voting System, October
2006. http://theory.lcs.mit.edu/~rivest/
Rivest-TheThreeBallotVotingSystem.pdf.

[41] Ryan, Peter A.: The Computer Ate My Vote. Dans
Boca, Paul, Jonathan P. Bowen et Jawed Siddiqi (ré-
dacteurs) : Formal Methods : State of the Art and New
Directions, chapitre 5, pages 148—184. Springer Ver-
lag, 2009.

[42] Ryan, Peter Y. A., Steve A. Schneider et Vanessa
Teague: End-to-End Verifiability in Voting Systems,
from Theory to Practice. 1EEE Security & Privacy,
13(3) :59-62, 2015.

[43] Schneider, S. et A. Sidiropoulos: CSP and Anony-
mity. Dans Proceedings of the 1996 European Sym-
posium on Research in Computer Security (ESO-
RICS’96), tome 1146 de Lecture Notes in Computer
Science, pages 198-218. Springer-Verlag, 1996.

[44] Tabatabaei, M., W. Jamroga et P.Y.A. Ryan: Ex-
pressing Receipt-Freeness and Coercion-Resistance
in Logics of Strategic Ability : Preliminary At-
tempt. Dans Proceedings of the Ist Internatio-
nal Workshop on Al for Privacy and Security
PrAISe 2016, pages 1 :1-1 :8. ACM, 2016.
http://krak.ipipan.waw.pl/~wjamroga/
papers/coercionInATL16praise.pdf.

A Appendix

Proof of Proposition 8

We will inductively define a sequence of partial uniform
strategy profiles (04 )ueaw € PStry with @ = (07 );ea and
dom(T™) € dom (%) for each n € N. These partial strate-
gies will be constructed using the strategy o4 and the map-
ping ST from point 3 in Def. 6 of simulation.

Define first the sequence dom" (o4, q), for n € N, of sets
of G-states such that s € dom" (04, q) if s can be reached in
at most n steps from g by applying actions compatible with
strategy o4 :

dom® (o a,q) = @, dom' (o4,q) = C4(q)

dom"™ (04, q) = dom'(04,q)U{r | Isedom" (04, q), PRAICN

Also, denote o4 the partial strategy resulting from res-
tricting o4 to dom" (o 4,q) (and setting it as undefined on
the complement of this set).

Further, consider some total order 5 on S. Then, ming U
is the minimum of U w.r.t. 3. Similarly, we assume that S’
is endowed with a total order 5.

The desired sequence of partial uniform strategy profiles
s, forn > 1,is defined as & (r)’ = STCA(u),C;‘(u')(O',D('”’)



and

a4 ("), for ¥’ € dom(7})

S Teyuy.chur) (&) ("), for CA(r") N ran(@h) * @,
¥ ¢ dom(cy),u’ = ming Cy(r") N ran(c})

and u = ming{v € dom" (0 4,q) |v=4 u'}

) -

By induction on n we may easily observe that whenever
Cy(r") ndom(cy) # @, then Cy(r") € dom(7y).

We may also show that, whenever we take some u’ €
Ci(r") nran(cy) + @ with r' ¢ dom(c’}), we have
{u € dom"(cp,q) | u =4 u'} # @. To see this, take
some u’ € C}, (") N ran(c?;), which implies that there exists

/ —n . / FX(V,) ’ .
V' e dom(oy) with v/ — u’. But this means, by de-
finition, that @4 (v') = STc,().c; () (04)(v') for some
v =4 V' with v € dom(a%™!). From property 3.a, this im-

. . . aa(v)
plies the existence of u with u =4 u’ and v — u, hence

v e dom(oy).

We then prove by induction on n that 7 is uniform. The
case n = 1 is trivial. As regards the induction step, note
first that, if 7{,7} € dom(@5"), C4(r)) = C,(r}y) and if
7} € dom(T7) then 1 € dom(oy™") as well.

On the other hand, for |, 7, € dom(5™") ~ dom(c), if
ry ~; ry for some i € A, we have that C}y(r]) = C,(r}).
Therefore, if we take ' = ming C(r]) N ran(c’y) and
r = ming{u € dom"(o4,q) | u =4 r'} we have, by defini-
tion, 74" (1) = ST, (ry.c ) (047 ) (r1) and T4 (rh) =
STCA(,),C:\(,,)(O'X”)(;"E) and these values are identical,
since ST¢,(r).c;, () (0a) is a uniform strategy in G'.

As a result, the “limit” partial strategy profile o4 =

(7. defined by Ta(q) = 74 (q) whenever g € dom(7?),
neN
is clearly uniform and has dom(c4) = ran(c,). We then

only need to transform it into a (total) uniform strategy pro-
file by imposing a fixed action ag € Act wherever oy was
undefined, that is, defining the following uniform strategy
profile o7, :

o) - {““(")

ao otherwise

for r’ € dom(Ty)

To prove property (*) for the objective semantics, consi-
der arun A’ € outfb’j(q',og) and set 1[0] = g. We then
build inductively the run A as follows : assume A[k] has
been built, with A[j] =4 A'[j] for all j < k. Then we ap-
ply point 3.a from Def. 6 of simulation to the pair A[k] =4
A’ (k) and by using the fact that A'(k + 1) € oy ([k]) =
STec,w).cpony(0a)(A'(k)), where v = ming C}(A'(k))
and v = ming{u € dom" (o a,q) | u =4 A’'(k)}, to obtain the
existence of a state u € 04 (A[k]) such that u =, A'(k+1).
This is the state that we choose for A[k+ 1], i.e., A[k+1] :=
u.

To prove property (*) for the subjective semantics, consi-

der a run A’ € out% (¢’,c}). Hence, 2'(0) € C,(q").

subj

By applying point 2 of the definition of simulation (and
a short induction on the length of the indistinguishability
path connecting ¢’ with A’(0)), we obtain the existence of
a state r € C4(q) such that r =4 A'(0). Then set 2[0] := r.
The rest of the construction of A’ is identical to the induc-
tive case for the objective semantics, that is, for every k, we
set A[k+ 1] := u where u € 04 (A[k]) and u =4 ' (k+1).
The property (¥) is then proved for both semantics.

Proof of Theorem 9

The proof is by induction on the structure of .

The case for propositional atoms is immediate as
(G.q) = piff p € n(q), iff p € 7'(¢")) by definition of
bisimulation, iff (G’,¢") = p. The inductive case for propo-
sitional connectives is also straightforward.

For ¢ = (A1 Uya, (G.q) E ¢ implies that for some
strategy o4, for all A « outf(q, oa), for some j; > 0,
(G,1[j1]) & ¢ and for every k < ji, (G, A[k]) & .
Again by Proposition 8, there exists strategy o7 s.t. for
all ' € out9 (¢,0,), there exists A € out?(q,o4) with
A[j] <=4 A'[J] for all j > 0. By the induction hypothesis,
we get that for all j, (G, A[j]) &y iff (G',A'[j]) = ¢1 and
similarly for . Hence, (G, 2'[ j1]) E ¥ and (G, A'[k]) E
Yy forall k < jy, thatis, (G, 1) E ¢.

The cases for ¢ = {(A) Xy and ¢ = (A)y Ry, are proved
similarly.
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Résumé

Dans ce papier, nous utilisons les modeles graphiques et
les transformations probabilistes-possibilistes afin de don-
ner une approximation de I’inférence MAP dans les réseaux
crédaux. Dans un premier temps, nous présentons les trans-
formations du cadre probabiliste imprécis vers le cadre pos-
sibiliste, nous étudions exactement deux transformations de
la littérature que nous comparons expérimentalement. En-
suite, nous présentons trois criteres de choix que nous sont
utilisons dans I’expérience pour restreindre le domaine de
réponse retourné. L’idée est de comparer notre approche, qui
consiste a transformer un réseau crédal en un réseau possi-
biliste pour effectuer I'inférence MAP, avec les approches
(exactes et approchées) existantes dans les réseaux crédaux.
L’expérience conduite est la suite de précédents travaux
mais de maniere approfondie avec I’introduction des nou-
veaux criteres de choix. La derniere partie du papier discute
les résultats de cette expérimentation.

Abstract

This paper uses belief graphical models and probability-
possibility transformations to give an approximation of MAP
inference in credal networks. We first present transforma-
tions from credal to possibilistic network, we study exactly
two different transformations from the literature to compare
them during the experimentation. Then we present three cri-
teria that we use in the process of our experiment. The idea
is to compare our approach, which consists in transforming
a credal network into a possibilistic one to perform MAP in-
ference, with both exact and approximate MAP inference in
credal networks. This experiment is the continuation of our
previous work but in-depth and with the use of new criteria
of choice. The last part of this paper discusses the results of
the experiment.

1 Introduction

L’inférence MAP (Maximum A Posteriori) dans les ré-
seaux Bayésiens est un probléme de grand intérét et est

étudié depuis des années [11, 12, 16, 17, 18]. De ce fait,
il existe une variété de méthodes et d’algorithmes pour cal-
culer et trouver la configuration ayant le degré de probabi-
lité le plus élevé étant donné un ensemble de variables ob-
servées. Malgré tout, les réseaux Bayésiens, aussi connus
qu’ils soient, peuvent parfois sembler inadaptés pour re-
présenter des informations, telles que la connaissance d’un
groupe d’experts, ou alors pour encoder des informations
incompletes ou mal connues. C’est pourquoi, nous avons
besoin de cadre qui nous donne plus de flexibilité sur les
parametres du modele. C’est dans cet esprit que les ré-
seaux crédaux [4] ont été congus. Ils généralisent les ré-
seaux Bayésiens et offrent plus d’expressivité puisqu’ils
représentent I’information a 1’aide de probabilités impré-
cises. Le probleme que 1’on rencontre a vouloir raison-
ner avec un cadre aussi expressif est que cela implique
une complexité de calcul plus élevée. Néanmoins, des mé-
thodes et des algorithmes pour calculer des requétes MAP
existent et donnent des résultats plutdt concluants. Ces mé-
thodes, cependant, ne sont pas tres efficaces en termes de
complexité de calcul et lorsqu’on fait face a des problemes
a taille réelle (avec beaucoup de variables). Le but de ce
papier est de fournir une nouvelle méthode pour inférer
dans les réseaux crédaux, plus précisément effectuer 1’in-
férence MAP. Cette méthode est basée sur les transforma-
tions probabilistes-possibilistes. En cause : ces méthodes
existent déja et leurs propriétés ont déja fait 1’objet de tra-
vaux [2, 3, 6, 8, 10, 19, 20]. De plus, I’inférence MAP dans
les réseaux possibilistes est aussi déja connue, ce qui nous
donne une bonne base pour ce travail. Ainsi, dans ce pa-
pier nous étudions deux transformations des probabilités
imprécises vers les possibilités (qui ont été adaptées aux
modeles graphiques dans [3]) et effectuons une vaste ex-
périmentation sur I’inférence MAP. Ce travail suit la ligne
directe de nos précédents travaux [3], ou nous avons ana-
lysé plusieurs problemes concernant la commutativité des



transformations (des probabilités imprécises vers les possi-
bilités), tels la marginalisation et le conditionnement, deux
notions indispensables quand on s’intéresse aux requétes
MAP. Ce papier propose aussi un début d’expérimentation
pour observer I’efficacité de 1’inférence MAP. Ce papier !
est organisé comme suit :

— La premiere partie rappelle les notions de base des
modeles graphiques utilisés dans notre expérimenta-
tion.

— La seconde partie présente le probleme de 1’infé-
rence MAP et ses difficultés.

— La troisieme partie introduit notre approche, les
transformations, et les criteres.

— Pour enfin, terminer sur une analyse des résultats.

2 Bref rappel sur les réseaux crédaux et les
réseaux possibilistes

Dans cette section, nous présentons les principaux mo-
deles graphiques utilisés, les réseaux crédaux et les réseaux
possibilistes. Mais d’abord, on introduit les réseaux Bayé-
siens.

2.1 Réseaux Bayésiens

Les réseaux Bayésiens (BN) sont des modeles gra-
phiques probabilistes [5] trés connus, basés sur la théorie
des probabilités, et spécifiés par deux composants :

— un composant graphique : un graphe acyclique dirigé

(DAG) avec des neeuds représentant chaque variable
A, etles fleches encodant les relations de dépendance
entre les variables.

— un composant numérique ol on associe a
chaque variable A; une table de probabilités locale
P(Ailpar(A;)) pour A; dans le contexte de ses parents
par(Ay).

Cette représentation aux moyens de modeles graphiques
nous permet d’encoder de maniere compacte une distribu-
tion de probabilités sur un ensemble de variables. La distri-
bution jointe encodée par le graphe BN est calculée grace
a la reégle de chainage suivante :

P(A1,., A = | | PAidpar(a). ()
i=1

2.2 Réseaux crédaux

Les réseaux crédaux sont aussi des modeles graphiques
probabilistes, et de la méme maniere que les réseaux Bayé-
siens sont basés sur la théorie des probabilités, les réseaux
crédaux sont eux basés sur la théorie des probabilités im-
précises [21, 13]. Une notion clé de cette théorie est celle

1. Ce papier est la version traduite d’un papier en cours de soumission.

d’ensemble crédal qui est souvent interprété comme un en-
semble de croyances imprécises, dans le sens ol la me-
sure de probabilités réelle se trouve dans I’ensemble mais
il n’existe aucun moyen de la déterminer exactement due
au manque de connaissance. Dans le but de caractériser un
ensemble crédal, on peut utiliser un ensemble de points ex-
trémes, des intervalles de probabilités ou des contraintes li-
néaires. Dans notre cas, nous utilisons des distributions de
probabilités a intervalles qui sont un moyen tres naturel et
commun pour définir I’imprécision et les informations mal-
connues. Dans une distribution de probabilités a intervalles
1P, chaque interprétation w;€Q est associée a un intervalle
de probabilités IP(w;)=[l;, u;] ou [; (resp. u;) dénote la borne
inférieure (resp. borne supérieure) de la probabilité de w;.
Notons qu’alors qu’une distribution de probabilités stan-
dard p induit un ordre complet sur I’ensemble des mondes
possibles Q, une distribution de probabilités a intervalles
IP peut induire un ordre partiel puisque certaines interpré-
tations peuvent &tre incomparables en cas d’intervalles qui
se chevauchent. Définissons maintenant les modeles gra-
phiques probabilistes basés sur les ensembles crédaux, au-
trement dit les réseaux crédaux [4, 15].

Définition 1 (Réseaux crédaux) Un réseau crédal CN =
(G, K) est un modeéle graphique probabiliste out

— G = (V,E) est un graphe acyclique dirigé, comme
l’est un BN, avec V={Ay,..,A,} un ensemble de va-
riables et E est un ensemble d’arcs.

— K ={IPy,IP,,..,IP,} est une collection de distribu-
tions de probabilités a intervalles, chaque IP; est as-
sociée a une variable A; dans le contexte de ses pa-
rents par(A;).

Notons qu’en pratique, dans les tables locales, on peut
aussi spécifier un ensemble de points extrémes a la place
d’une distribution de probabilités a intervalles comme on
le trouve dans le logiciel JavaBayes 2.

2.3 Réseaux possibilistes

Un réseau possibiliste PN=(G, ®) est défini par :
— un composant graphique G qui est un graphe acy-
clique dirigé.
— un composant numérique ®, un ensemble de tables
de possibilités locales m(A;|par(A;)).
La sémantique associée a un réseau possibiliste est la théo-
rie des possibilités ot un degré représente 1’incertitude et ce
degré peut étre interprété de plusieurs fagons, par exemple,
comme étant un degré de probabilités supérieures [9].
La théorie des possibilités est régi par plusieurs axiomes
comme pour la théorie des probabilités. Ainsi, toutes les
tables locales doivent satisfaire la condition de normalisa-
tion définie par : Vi = 1..n, pour chaque contexte de parent
par(a;), max,ep,(7(a; | par(a;)) = 1.

2. http://www.cs.cmu.edu/~javabayes/Home/



Dans le cadre possibiliste, la distribution de possibilités
jointe est factorisée en utilisant la contrepartie possibiliste
de la régle de chainage suivante :

7T(al, az, .., aﬂ) = ®?:1(7r(ai|par(ai))) (2)

ou ® dénote I’opérateur du produit ou 1’opérateur du min
en fonction de I’interprétation que 1’on fait de I’échelle pos-
sibiliste, soit quantitative (avec le produit) soit qualitative
(avec le min). Dans ce travail, on ne s’intéresse qu’a la par-
tie produit.

3 L’inférence MAP : aspects pratiques et cal-
culatoires

Lorsqu’on s’intéresse au raisonnement dans les modeles
graphiques, on est principalement intéressé par deux taches
d’inférence : trouver la configuration la plus probable (in-
férence MAP) et calculer des distributions marginales. Ces
problemes sont généralement calculatoirement tres diffi-
ciles. Dans cette section, nous développons un peu plus la
notion d’inférence dans les modeles graphiques.

3.1 Type de requétes d’inférence

L’inférence dans les modeles graphiques probabilistes
consiste, de maniere générale, au calcul de la probabilité
d’un événement. Dans les réseaux crédaux, cela revient a
calculer la borne inférieure et 1a borne supérieure de la pro-
babilité d’un événement. Soit V={A;..A,} ’ensemble des
variables du modele. Soit OCV I’ensemble des variables
observées et soit une instance 0€Q. Soit QCV I’ensemble
des variables de requétes et une instance geQ. Il existe trois
principaux types de requétes :

— Calcul de la probabilité d’un événement d’intérét g
(Pr) étant donnée une évidence o. Le probleme de
décision associé est si P(glo) > s € [0, 1].

— Calcul de I’explication la plus plausible (MPE). Etant
donnée une observation o sur plusieurs variables,
I’objectif est de calculer I’instance la plus probable
g de toutes les variables restantes (non observées) Q.
Notons qu’ici, OUQ = Aet QNO = 0. Le probleme
de décision correspondant est si P(g,0) > s € [0, 1].

— Calcul du maximum a posteriori (MAP). Etant don-
née une observation o sur plusieurs variables O, 1’ob-
jectif est de trouver I’instance la plus probable g de
I’ensemble de variables de requétes Q. Dans les re-
quétes MAP, QN O = 0. Notons que lorsque Q et
O couvre I’ensemble des variables V, le probléme
MAP se réduit a trouver I’explication la plus plau-
sible (MPE).

3.2 Complexité calculatoire

La table suivante (Table 1) liste les résultats de com-
plexité des requétes décrites ci dessus dans les réseaux

Ficure 1 — A gauche :
connected

polytree, a droite : multiply-

Bayésiens et dans les réseaux crédaux [15]. On sépare ces
réseaux en différentes catégories selon leur forme, ici nous
nous intéressons a deux types de réseaux en particulier, les
réseaux dits polytree et les réseaux dits multiply-connected.
Un réseau polytree est une structure qui admet un seul che-
min (indirect) entre deux nceuds du réseau et aussi dans
lequel un neeud peut avoir plusieurs parents (dans le cas
ou un nceud n’admet qu’un parent au plus, on travaille
alors avec des structures dites tree). Alors qu’une struc-
ture multiply-connected est une structure dans laquelle au
moins une paire de nceuds admet plusieurs chemins (le
graphe indirect associé comporte un cycle). Reportez-vous
a la Figure 1 pour plus de détails.

En pratique, la taille des réseaux est souvent grande. Ce
qui motive I’apparition de méthodes d’inférence approchée
et dans ce papier, on vous propose une nouvelle méthode
pour I’inférence MAP dans les réseaux crédaux. Et ce en
transformant le réseau crédal CN en réseau possibiliste
PN. Notons que la complexité de I’inférence dans les ré-
seaux possibilistes est similaire a la complexité dans les
réseaux Bayésiens.

Exemple 1 Voyons un exemple de requéte MAP et un
exemple de requéte MPE dans un réseau possibiliste. En
considérant le réseau possibiliste, sur I’ensemble des va-
riables V = {A, B, C, D}, représenté par la Figure 2. Dans
cet exemple, nous souhaitons calculer la requéte MAP sui-
vante : on cherche la configuration de D la plus plausible
sachant que A = F. Pour répondre a ce genre de questions,
il existe de nombreux algorithmes tels que I’élimination de
variables ou ’arbre de jonction. Par ce biais, le calcul
nous donne :n(D=T|IA=F)=1etn(D=F|A=F)=.6
ainsi le résultat du maximum a posteriori de D sachant
A est D = T. En comparaison, calculer la requéte MPE
pour ’observation A = F revient a calculer le degré de
possibilité le plus élevé pour I’ensemble des variables non-
observées B,C, D. Alors, on calcule pour chaque configu-
ration de A, B,C,D ou A = F le degré de possibilité, et la
réponse a la requéte, est ’instance avec le degré le plus



Requétes Polytree Bounded treewidth Multiply-connected
Pr Polynomial Polynomial PP-Complet
Réseaux | MPE Polynomial Polynomial NP-Complet
Bayésien | MAP NP-Complet NP-Complet NPPP-Complet
Pr NP-Complet NP-Complet NP”P-Complet
Réseaux | MPE Polynomial Polynomial NP-Complet
crédaux | MAP >7-Complet X7-Complet NPP-Difficile

TaBLE 1 — Résumé de la complexité des requétes dans les réseaux Bayésiens et les réseaux crédaux

“A | m(A) "B | n(B)
T Q T 6
F| 4 Fl 1
C A xClA ? I; ;‘ ”(DZ‘B)
T|7T]| 23 :
FlT|T 1
T ! T|T|F 2
T|F| 2
F|T|F 1
F|F ! T|F|T 1
F|F|T 1
T|F|F 1
F|F|F 1

Ficure 2 — Exemple d’un réseau possibiliste avec 4 va-
riables booléennes

élevé, ici, fA=F,B=F,C=F,D=T)= 4

4 Une approche basée sur les transforma-
tions probabiliste-possibiliste

Plusieurs  transformations  probabiliste-possibiliste
existent comme on le rappelle dans la sous-section 4.1.
Des méthodes les généralisant aux probabilités imprécises
ont été proposées par Masson et Denoeux [14] et plus
encore dans [6]. Dans cette section, nous présentons deux
de ces transformations.

4.1 Transformation probabilités — possibilités

La théorie des probabilités et la théorie des possibilités
sont deux cadres qui ont été étudiés de maniere approfondie
et plusieurs passerelles ont été construites entre les deux
[10, 22]. Nous avons maintenant des transformations qui
permettent de passer des probabilités vers les possibilités
et inversement. Dubois et Prade ont, par exemple, proposé
la transformation appelée Optimal transformation (OT)

[8] qui est définie par :

m(w;) = Z

JIp(wp)<p(w:)

pw)) 3

Les transformations, de maniere générale, sont tenues de
satisfaire des principes de base afin de préserver le plus
possible I’information. Dans ce sens, la transformation OT
est considérée comme celle qui préserve le mieux I’infor-
mation tout en satisfaisant ces principes 3. Il existe d’autres
travaux sur les transformations que 1I’on peut trouver dans
[2,3,6,8, 10, 19, 20].

4.2 Des probabilités imprécises vers les possibilités

La premiere transformation que nous étudions est celle
de Masson et Denoeux dans [14], ou les auteurs apprennent
une distribution de possibilités & partir de données empi-
riques en transformant les intervalles de confiance en dis-
tributions de possibilités. Le premier point consiste a consi-
dérer une distribution de probabilités a intervalles comme
moyen d’encoder ’ordre partiel M sur Q. Ainsi, soit M
représentant I’ordre partiel encodé par la distribution de
probabilités a intervalles IP et soit C 1’ensemble des ex-
tensions linéaires (ordre total) qui sont compatibles avec
I’ordre partiel M, la transformation MD se déroule comme
suit. Pour chaque extension linéaire C; € C et pour chaque
interprétation w; € €, on cherche la distribution de proba-
bilités compatible qui donne le degré de possibilités le plus
élevé, quand la transformation OT est utilisée pour obtenir
la distribution de possibilités *.

Cig,)) — )
7)) = max( ) p) @

Dj<pi

Ensuite, la distribution de possibilités finale est construite
en prenant la valeur maximale, pour chaque interprétation,
des distributions de possibilités 7' obtenues pour chaque
extension linéaire. Cette transformation tente d’une part de
préserver I’ordre des interprétations induit par [P et d’autre

3. Parmi ces principes se trouvent : la condition de consistance, la
préservation de la préférence et le principe de maximum de spécificité.

4. En effet, la transformation MD se réduit a OT lorsqu’on considere
des singletons a la place des intervalles de probabilités.



part de préserver le principe de dominance qui requiert que
Vo € Q, P(¢) <Il(¢) (La probabilité est bornée par le degré
de possibilités).

Il y a deux principaux inconvénients a cette transforma-
tion, le premier concerne la complexité de calcul. A sa-
voir, le nombre d’extensions linéaires que 1’on doit consi-
dérer est dans le pire des cas N! (ou N est le nombre
de mondes possibles). En second, la distribution obtenue
n’est pas nécessairement optimale, et pas, non plus, la plus
spécifique dominant la distribution de probabilités a inter-
valles considérée. Du coup, nous avons besoin de consi-
dérer une autre approche pour transformer une distribution
imprécise en une distribution de possibilités. Cette trans-
formation se rapporte a la notion de distribution cumula-
tive inférieures et supérieures. Dans notre précédent papier
[3], nous avions déja parlé de la transformation MD, nous
avions aussi évoqué la distribution cumulative supérieure
F construite 2 partir d’une seule extension linéaire C; € C.
Cette fois-ci, dans le but d’étre le plus complet possible,
I’on ne considere plus une seule distribution de possibilités
mais deux, en ajoutant la distribution cumulative inférieure.
Etant donné un ensemble d’intervalles de probabilités et
une relation d’ordre <¢, construite a partir d’'une exten-
sion linéaire C; entre les éléments w;, on peut facilement
construire une p-box [F, F]. Etant donné les ensembles
consécutifs A; = {w;,Yw; € Qett.q. w; <¢, wjssii < j},
les distributions cumulatives inférieure et supérieure cor-
respondants a € sont, respectivement :

Fw)=PA)=max( ) 1= > u) (5

W;€EA; w;¢A;

Flw) =PA)=min( Y uj, 1= Y 1) (6)
W;€EA; wj¢A;

Ces deux distributions obtenues sont deux distributions
de possibilités qui encadrent (dans le sens dominent) les
bornes de la distribution de probabilités imprécises. En
dehors des considérations algorithmiques, I’utilisation des
transformations par le biais de p-box [7] est intéressante
malgré le fait qu’il n’existe pas de relation spécifique entre
les deux (dans le sens ol aucune ne généralise 1’autre),
puisqu’il existe des résultats entre les deux qui ont été dé-
montrés [1]. Maintenant, regardons comment appliquer ces
transformations dans le cadre des modeles graphiques.

4.3 Réseau crédal — réseau possibiliste

Une méthode simple et directe pour transformer un ré-
seau crédal en réseau possibiliste et qui nous donne 1’avan-
tage de préserver les relations d’indépendance entre les va-
riables, est défini ainsi :

— une composante graphique G qui est le méme graphe
que pour le réseau crédal ainsi PNy encode les
mémes relations d’indépendance que CN.

— un ensemble de tables de possibilités locales rt; qui
sont le résultat de la transformation des ensembles
crédaux locaux IP; par TR, une transformation de
probabilités imprécises vers les possibilités.

Exemple 2 Soit CN un réseau crédal répresenté par la
Figure 3 sur les deux variables binaires A et B. En utilisant
la transformation MD, le réseau crédal CN de la Figure
3 sera transformé en un réseau possibiliste PN que ’on
peut voir sur la Figure 4.

Concernant les principes respectés par ces transforma-
tions, nous avons étudiés plusieurs questions dans [3]. En
effet, nous avons répondu a ces deux questions : i) Est-ce
que la distribution mpx domine IP¢p (la distribution jointe
encodé par CN) ? et ii) Est-ce que I’ordre partiel des inter-
prétations induit par [Pcp est préservé par la transforma-
tion TR ?

En réponse a la premiere question, pour les mondes élé-
mentaires w; € €, nous garantissons que la distribution de
possibilités calculée domine bien les degrés de probabili-
tés correspondant, dans le cas ou le réseau crédal est un
réseau Bayésien (a savoir, tous les intervalles sont des sin-
gletons). Concernant les événements arbitraires ¢ C Q, la
question reste ouverte. Si nous utilisons la transformation
OT, la distribution de possibilités jointe obtenue ne garantit
pas de dominer la distribution jointe de probabilités. En ré-
ponse a la seconde question, il n’existe aucune garantie que
I’ordre des interprétations encodé par la distribution jointe
sera le méme apres la transformation. Pour plus de détails,
reportez-vous a [3]. Ces problemes sont la raison pour la-
quelle nous ne pouvons proposer de méthode exacte d’in-
férence dans les réseaux crédaux. Mais notons que c’est
I’absence de garantie sur la préservation de 1’ordre qui rend
notre méthode approchée.

5 FEtude expérimentale

Dans cette section, nous donnons les résultats d’une ex-
périence approfondie ou 1’on utilise de nouveaux criteres
pour le choix des résultats des requétes MAP dans les ré-
seaux crédaux.

5.1 Configuration de I’expérience et critéres d’évalua-
tion

Dans la précédente expérimentation effectuée dans [3],
nous avons utilisé pour critere de choisir toutes interpré-

Définition 2 (Transformation graphique crédal-possibiliste}ations qui n’étaient pas interval-dominées (voir Défini-

Soit CN un réseau crédal, PN ¢y est un réseau possibiliste
obtenu depuis CN et défini par :

tion 3). Dans cette expérience, nous nous sommes rendus
compte que les résultats n’étaient pas trés convaincants.



A [IPA)]
F  [5, 9] A B | IPBIA)
T [L.5] F F | 36, 4]
e F T | 35,35
T F | [25 25
T T | [0,.04]

FiGure 3 — Exemple d’un réseau crédal CN.

Une raison qui I’explique est le nombre d’interprétations
qui est retourné et qui se trouve étre trop grand, ce qui est
da en partie a la taille des réseaux. Dans cette nouvelle ex-
périmentation que nous faisons, nous réduisons le nombre
de résultats retournés en utilisant trois nouveaux criteres.
Rappelons, d’abord, la définition d’ Interval-dominance qui
se réfere aux instances non-dominées des variables de re-
quétes.

Définition 3 (Interval-dominance) Une instance q; des
variables de requétes Q domine une autre instance q; si
et seulement si E(qi|0)>ﬁ(qj|0) oll 0 est une instance de
variables observées O.

Nous considérons maintenant trois nouveaux criteres
pour réduire le nombre de résultats. Il existe plusieurs rai-
sons pour lesquelles on veut réduire ce nombre. Dans un
premier cas, dans certaines applications ou 1’on utilise les
requétes MAP, on s’ attend a une réponse limitée. Si le résul-
tat contient toutes les interprétations disponibles, soit 1’on
se trouve dans un cas de totale ignorance, soit 1’algorithme
est juste mauvais. C’est pour cela qu’on introduit ces trois
critéres trés connus Maximax, Maximin, et Hurwicz. Ces
trois criteres sont principalement utilisés dans la prise de
décision sous incertitude depuis le début des années 1950.
IIs sont, ci apres, détaillés.

Le critere Maximax peut-€tre vu comme une approche
optimiste. Il examine les gains maximaux des alternatives
et choisit I’alternative qui a le meilleur gain. La définition
4, donne une définition formelle du critére Maximax dans
le cadre des probabilités imprécises.

Définition 4 (Critere Maximax) Une instance q; des va-
riables de requétes Q est un résultat de ’inférence MAP si
et seulement si IP(gilo) > max{l = %, ... IP(q;l0),Vqi}, oit
o0 est un instance des variables observées O.

D’un autre coté, le critere Maximin, aussi connu sous le
nom de Wald’s Maximin criterion, est une approche pes-
simiste. Il suggere que le décideur examine seulement les
gains minimums de chaque alternative et choisit 1’alterna-
tive qui a le gain le moins mauvais. Dans notre cas, la dé-
finition de ce critere appliqué au contexte des probabilités
imprécises est donnée par la suivante :

Définition 5 (Critere Maximin) Une instance q; des va-
riables de requétes Q est un résultat de | inférence MAP si
et seulement si IP(q;|lo) > max{l — Zq;#qk IP(gjl0), Y gy}, out
o0 est un instance de variables observées O.

A w(A) A B | n(BIA)

F 1 F F 1

T 1 ° F T 64
T F 29
T T 04

FiGURE 4 — Réseau possibiliste N ¢y obtenu par trans-
formation de CN (Fig. 3).

Réseaux Topologie #Nceuds [Da,l
Alarm Multiply-connected 37 4
Insurance | Multiply-connected 27 5
Poly Polytree 10 4
Multi Multiply-connected 6 4

TaBLE 2 — Description des réseaux crédaux utilisés.

Le dernier critére que nous passons en revue est le cé-
lebre critere d’Hurwicz, suggéré par Leonid Hurwicz en
1951, qui sélectionne le gain minimum et le gain maximum
pour chaque alternative donnée. Le critere d’ Hurwicz tente
de trouver un terrain d’entente entre les deux extrémes, que
représentent le critere optimiste et le pessimiste, en assi-
gnant une certaine proportion, « au critére optimiste et son
contre poids 1 — a au critere pessimiste. Cet index reflete
I’attitude du décideur face au risque. Un décideur prudent
assignera @ = 1 ce qui ramene le critere Hurwicz au cri-
tere Maximin. Un décideur aventureux mettra @ = 0 ce qui
réduit le critere Hurwicz au critere Maximax.

La définition 6 définit formellement le critere d’ Hurwicz
avec les probabilités a intervalles en utilisant le coefficient
a.

Définition 6 (Critere Hurwicz) Soit une instance q; des
variables de requétes Q pour o une instance de variables
observées de O, a = {a*(1 =%, ., IP(qil0)) + (1 —a)* (1 -
Dgitan F(q,—lo)), Vqi}. Alors q; est un résultat de I’inférence
MAP si et seulement si a = maxy, {ax(1- quﬂ F(qjlo))+
(1 =) * (1 = X 24, IP(q;10), V).

Dans le cadre de notre expérimentation, nous avons choisi
de poser @ = 0.5, ne donnant ni ’avantage a I’approche
pessimiste ou optimiste.

Avant de présenter les résultats, nous donnons la descrip-
tion des benchmark utilisés dans 1’expérimentation dans la
table 2.

Présentons maintenant avec de plus amples détails
I’étude expérimentale effectuée. En gardant en téte ce qui
a été fait dans la précédente étude, nous poursuivons notre
analyse plus loin, en incluant trois criteres afin d’élaguer
le nombre de résultats retourné par le réseau crédal. Nous
utilisons aussi deux distributions de possibilités comme ré-
sultats a la transformation CD. En vérité, c’est une amélio-
ration de la transformation CD utilisée dans [3], que I’on
pouvait interpréter comme la distribution de possibilités
cumulative supérieure, en ajoutant sa contre-partie, la dis-



tribution de possibilités cumulative inférieure. Ainsi, dans
cet étude nous fournissons :

— Les taux de précision comparant 1’algorithme exact
développé dans JavaBayes avec :

— lalgorithme d’inférence approchée utilisé dans
le programme GL2U.

— la précision fournie par I'inférence MAP dans les
réseaux possibilistes obtenus par la transforma-
tions MD.

— la précision fournie dans les réseaux possibilistes
obtenues en utilisant les distributions de possibi-
lités cumulatives inférieure et supérieure.

— Les taux d’inclusion de chaque méthode : on calcule
le nombre d’instances de nos méthodes incluses dans
les instances retournées par la méthode exacte.

— Les taux de précision et d’inclusion de chaque mé-
thode en utilisant les trois criteres sur les résultats de
la méthode exacte (JavaBayes).

— Les taux de résultats : on compare le nombre de ré-
sultats retourné par 1’algorithme avec le nombre de
résultats possibles. L’idée est de mettre en lumiere
le niveau d’incertitude ou confusion retournée pour
chaque algorithme.

— Tous ces résultats en variant le nombre de variables
de requétes de 1 a 5. Dans chacun des cas, on effectue
I’expérience sur 200 fichiers.

5.2 Résultats

Les résultats sont donnés dans le graphique suivant (Fi-
gure 5). Afin de rester concis, nous n’y montrons que
la comparaison entre MD, CD et GL2U sur un seul type
de réseaux : les polyarbres et la comparaison des cri-
teres Interval-dominance, Maximin et Hurwicz. On a choisi
d’oublier le critere Maximin puisque les résultats sont si-
milaires avec ceux des criteres Maximax et Hurwicz. Une
information que 1’on présente sur ce graphe, plus précisé-
ment sur le premier diagramme, est le nombre de fichiers
auquel I’algorithme GL2U a pu répondre. En effet, nous
déroulons tous les algorithmes sur approximativement 200
fichiers pour chaque nombre de variables de requétes, mais
dans certains cas, I’algorithme GL2U ne peut pas fournir de
réponse. Du coup, le point sur le diagramme représente le
taux de fichiers répondus. Par exemple, pour une seule va-
riable de requéte, la méthode GL2U n’a répondu qu’a 70%
des 200 fichiers.

Dans un premier temps, notons que pour les autres types
de fichiers, nous observons les mémes résultats avec plus
ou moins d’écart dans les taux de précision. Les résultats
different de maniere significative en fonction du nombre
de variables de requétes et du domaines de ces variables.
En effet, si nous considérons trois variables de requétes
avec un domaine de cinq valeurs pour chaque variable, le
nombre de configuration a prendre en compte peut aller jus-

qu’a 125, ce qui veut dire que lorsqu’on transforme des
probabilités a intervalles vers les possibilités, nous devons
considérer au plus 125 extensions linéaires. Ce qui résulte
en une distribution de possibilités qui est bien plus impré-
cise (ou il y a partout des 1). Et du coup, on observe moins
de précision. Cependant, nous pouvons argumenter qu’en
terme des réponses incluses, nous avons de bons résultats.
De plus, dans la table 3 qui suit, nous montrons les résul-
tats sur le nombre d’interprétations retourné pour I’infé-
rence MAP. En fait, pour les criteres Interval-dominance et
Maximax, on fournit le taux d’interprétations répondues sur
le nombre d’interprétations possible. Et ce, pour les algo-
rithmes exact (de JavaBayes), et la méme chose pour MD,
CD, GL2U. Nous fournissons aussi, le ratio de réponses in-
cluses, le nombre de réponses (des méthodes approchées)
qui sont incluses dans 1’ensemble des réponses retournées
par I’algorithme exacte.

Dans la table 3, nous pouvons réellement voir trois type
de résultats :

i) Dans le cas du critere Interval-dominance, le nombre
d’instances retournées en résultat de 1’inférence
MAP est élevé, ce qui révele trop d’ignorance. Au
contraire, lorsqu’on utilise le critere Maximax, on
observe, avec un taux de 0.36, plus de précision et
notons que dans ce cas, CD donne un nombre d’ins-
tances assez similaire.

ii) Lorsqu’on compare le taux de réponses retournées
pour la transformation MD, nous remarquons qu’en
fait cette transformation nous donne le réseau possi-
biliste le plus précis en respect avec le réseau crédal.
De plus, il montre de meilleurs résultats en terme
de réponses incluses comparé aux deux autres ap-
proches.

iii) La derniere information qui ressort de ces résultats
repose sur l’attitude de 1’algorithme GL2U, en ef-
fet il retourne, de maniere générale, un plus grand
nombre d’interprétations, méme comparé a 1’ap-
proche exacte. Et lorsqu’on considere plusieurs va-
riables de requétes, le nombre de réponses retournées
grimpe rapidement pour atteindre tout 1’ensemble
des mondes possibles.

En se concentrant sur les résultats donnés par le gra-
phique, nous observons, que méme si I’algorithme appro-
chée GL2U est plus précis, il ne tient pas la route lorsque
le nombre de variables de requétes atteint ou dépasse 3,
ce qui est une mauvaise nouvelle sachant que dans ce
genre d’applications, on s’attend a pouvoir travailler avec
un grand nombre de variables. Cette information est repré-
sentée dans le graphique par les points () qui évalue le taux
de fichiers ou GL2U a pu répondre, et on peut s’apercevoir
qu’au dela de trois variables de requétes, le nombre de fi-
chiers dégringole jusqu’a atteindre 0. Ainsi, la méthode que
I’on propose, par transformation avec MD est une alterna-
tive plutot intéressante a GL2U puisqu’elle nous donne les
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F1GURE 5 — Résultats sur les réseaux de type polyarbres

Criteres MD CD GL2U

794 .685 .36 .88 % |rponses|/|Dq|
Interval-dominance 967 1 .891 % Inclusion

.36 .685 .36 .88 % |rponses|/|Dq|
Maximax 546 T4 .629 % Inclusion

TaBLE 3 — Ratio de réponses retournées sur I’ensemble possible des mondes disponibles VS Ratio de réponse incluses

second meilleurs résultats dans le cas du critere Interval-
dominance. En ce qui concerne I’algorithme CD, nous re-
connaissons la moindre efficacité qu’il présente en utilisant
le critere Interval-dominance, et ce résultat s’explique par
le nombre d’interprétations retournées par JavaBayes qui
est trop important. Au contraire, nous observons 1’effet in-
verse avec les trois autres critéres, ou CD nous donne les
meilleurs résultats autant en termes de précision que d’in-
clusion des réponses.

Globalement, les trois algorithmes que 1’on analyse ici,
tendent & montrer le méme comportement envers le nombre
de variables de requétes, ce qui insinue que les taux de
précision baissent tous quand le nombre de variables aug-
mente. Pourtant, on peut tout de méme conclure que GL2U
n’est définitivement pas a considérer puisque il atteint un ti-
meout trop vite. Et que MD et CD nous offrent la possibilité
de travailler I’inférence MAP sur plus de réseaux mais plus
encore de travailler avec des réseaux plus grands et avec
plus de variables de requétes. Nous pouvons, en dernier
lieu, inférer que 1’utilisation du critere Interval-dominance
n’est pas une bonne idée puisqu’il retourne un nombre d’in-
terprétations trop important qui ne nous offrent ainsi pas les
informations suffisantes pour prendre des décisions. En ef-
fet, avec un aussi grand nombre de réponses retournées, on
ne peut rien faire dans des cas de classifications ou de re-
commandations. Enfin, en général, une approche optimiste
(en utilisant le critere Maximax) est la meilleure variante
des trois proposées.

6 Remarques finales

Dans ce travail, nous avons effectué une étude expéri-
mentale sur les réseaux crédaux. Le but était d’améliorer le
processus d’inférence MAP. La méthode que nous propo-
sons consiste a transformer le réseau crédal en réseau pos-
sibiliste. Les avantages revendiqués sont I’amélioration de
la complexité de calcul, I’utilisation de critéres de choix qui
nous permettent de restreindre le nombre de résultat retour-
nés. Nous avons montré que, premicrement, utiliser 1’al-
gorithme approché (GL2U) sur les réseaux crédaux n’était
pas calculatoirement intéressant étant donné la limite qu’il
montre lors de plusieurs variables de requétes. Ensuite,
I’utilisation du critere Maximax améliore la qualité de 1’al-
gorithme CD de maniére significative, et nous permet d’in-
terroger de plus grands réseaux et en nombre plus impor-
tant. En conclusion, 1’algorithme CD représente une bonne
alternative pour approximer 1’inférence MAP dans les ré-
seaux crédaux. Cette expérience, toutefois, n’est conduite
que dans le cadre possibiliste quantitatif, nous allons par
la suite expérimenter la méme chose dans le cadre possibi-
liste qualitatif, et donner une comparaison des deux cadres
(qualitatif vs. quantitatif).
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Abstract

Cet article examine 1’utilisation de langages de haut ni-
veau dans la conception d’agents autonomes éthiques. Il
propose un cadre logique nouveau et modulaire pour re-
présenter et raisonner sur une variété de théories éthiques,
sur la base d’une version modifiée de I’Event Calculus, im-
plémentée en Answer Set Programming. Le processus de
prise de décision éthique est congu comme une procédure
en plusieurs étapes, capturée par quatre types de modeles
interdépendants qui permettent a 1’agent d’évaluer son en-
vironnement, de raisonner sur sa responsabilité et de faire
des choix éthiquement informés. Notre ambition est double.
Tout d’abord, elle est de permettre la représentation sys-
tématique d’un nombre illimité de processus de raisonne-
ments éthiques, a travers un cadre adaptable et extensible
en vertu de sa hiérarchisation et de sa syntaxe standardisée.
Deuxieémement, elle est d’éviter 1’écueil de nombreux tra-
vaux d’éthique computationnelle qui directement integrent
I’information morale dans I’engin de raisonnement géné-
ral sans I’expliciter -alimentant ainsi les agents avec des
réponses atomiques qui ne représentent pas la dynamique
sous-jacente. Nous visons a déplacer de maniere globale le
fardeau du raisonnement moral du programmeur vers le pro-
gramme lui-méme.

1 Introduction

L’étude de la morale d’un point de vue computation-
nel a attiré I’intérét croissant de chercheurs en intelligence
artificielle[2]. En effet, I’autonomie croissante des agents
artificiels et 1’augmentation du nombre de tiches qui leur
sont déléguées nous incitent a aborder leur capacité a traiter
les restrictions et les préférences éthiques, que ce soit dans
leur propre structure interne ou pour des interactions avec
des utilisateurs humains. Des domaines aussi variés que
la santé ou le transport posent des problemes éthiques qui
sont en ce sens particulierement pressants, car ils peuvent

exiger des agents des prises de décisions dont les consé-
quences sont immédiates ou lourdes. L’éthique computa-
tionnelle peut aussi nous aider a mieux comprendre la mo-
rale et raisonner plus clairement sur les concepts éthiques
qui sont employés dans des domaines philosophiques, ju-
ridiques et technologiques. Dans ce contexte, notre objec-
tif est de fournir une architecture modulaire qui permette
la représentation systématique et adaptable des principes
éthiques. Pour ce faire, nous présentons un ensemble cohé-
rent de modeles qui, ensemble, permettent a I’agent d’éva-
luer son environnement, d’intégrer des regles éthiques et
déterminer a partir de la mise en ceuvre de ces regles
soit un plan d’action, soit une évaluation du comporte-
ment d’autres agents. Ceux-ci sont implémentés en Answer
Set Programming !, sur la base d’une version modifiée de
I’Event Calculus. Ainsi, notre approche est une approche
logique de 1’éthique, qui existe en parallele a d’autres telles
que I’éthique par étude de cas ([3][2]), ou I’éthique par
conception ([5]).

Nous avons choisi 1'utilisation de la logique non mo-
notone car son étude a été proposée comme moyen de
gérer le genre de généralisations révocables qui caracté-
risent souvent le raisonnement de sens commun et qui sont
mal capturées par les systeémes logiques classiques [17]. Le
terme couvre une famille de cadres formels congus pour ap-
préhender le type d’inférence ol aucune conclusion n’est
définitive, mais reste ouverte a4 la modification a la lu-
miere d’informations complémentaires. Ce type de raison-
nement par défaut est constitutif du raisonnement éthique.
Des facteurs tels que la présence d’options alternatives, de
conséquences indirectes ou de circonstances atténuantes
peuvent renverser le jugement éthique d’une action. En
conséquence, les langages non monotones sont particulie-
rement adaptés a la modélisation du raisonnement éthique.

1. Pour une description de I’ Answer Set Programming, voir [21].



Larticle est structuré comme suit. Nous commengons
par présenter les concepts philosophiques pertinents ainsi
que les travaux connexes [Sect.2], puis nous présentons
I’architecture du cadre [Sect.3]. Ensuite, nous définissons
et discutons de chaque modele [Sects.4-7], puis illustrons
leur implémentation a I’aide d’un exemple jouet [Sect.8],
et concluons [Sect.9].

2 Motivation

2.1 Théories Ethiques

L’étude de 1’éthique est I’étude des croyances que les
gens peuvent ou devraient avoir pour contrdler leur com-
portement. Une classification tripartite standard divise le
champ entre la méta-éthique, qui concerne le statut on-
tologique des concepts éthiques, 1’éthique appliquée, qui
concerne I’application des régles morales a des environne-
ments particuliers, et 1’éthique normative, qui traite de la
définition, de la comparaison et de I’explication de concep-
tions éthiques [10]. Le présent travail présente un inté-
rét pour 1’éthique appliquée en ce sens qu’il présente un
schéma de conception d’agents artificiels contraints par
I’éthique qui peuvent agir dans une variété de domaines
appliqués. Il présente aussi un intérét pour 1’éthique nor-
mative car son but est de modéliser les processus qui sous-
tendent la prise de décision éthique normative, avec la
possibilité de confronter des perspectives différentes. Il se
concentre sur deux de ses principales branches : 1’éthique
conséquentialiste et 1’éthique déontologique.

Le Bien et Le Juste

Les éthiques conséquentialistes s’articulent autour de
I’idée que les actions doivent étre évaluées en fonction de
leur conséquences, et ne peuvent étre justes ou injustes
qu’en vertu de ce qu’elles produisent. Une action mora-
lement juste est celle qui produit un bon, ou le meilleur,
état de choses. Hors, afin de déterminer la justesse d’une
action, les conséquentialistes doivent d’abord établir ce
qui constitue un bon état de choses, c’est-a-dire détermi-
ner ce qu’on appelle plus largement ‘Le Bien’ [1]. Cela
leur permet ensuite d’affirmer que des actions font partie
du ‘Juste’ dans la mesure ou elles augmentent le Bien.
Les théories conséquentialistes suivent donc, s’appuient
et finalement dépassent, les théories du Bien. Les désac-
cords entre conséquentialistes sur ce qui constitue le Bien,
ont engendré diverses traditions et doctrines conséquentia-
listes. L'utilitarisme voit le Bien résulter de la maximi-
sation du bien-étre collectif, ’atruisme éthique du bien-
étre des autres, I’égoisme éthique de I'intérét personnel,
Dutilitarisme des droits du respect des droits individuels.

Les théories déontologiques (du grec deon, “devoir")
prétendent que la valeur morale d’une action est détermi-
née (au moins en partie) par une caractéristique intrinseque

de I’action. Habituellement, cette caractéristique est une
obligation ou une interdiction. Par exemple, une régle dé-
ontologique peut indiquer que le mensonge est contraire a
I’éthique, ce qui implique que tout énoncé qui contient un
mensonge est interdit. Parce qu’une action est jugée juste
ou non en fonction de sa conformité avec une norme ou
un devoir, son évaluation éthique est au moins en partie
indépendante de ses conséquences. Le Juste est ici priori-
taire sur le Bien : une action peut étre injuste pour le dé-
ontologue méme si elle maximise le Bien, et juste méme
si elle le minimise. Les tentatives de définition du Bien se-
ront désormais appelées théories du Bien, et les tentatives
de définition du Juste, qu’elles soient conséquentialistes ou
déontologiques, seront appelées théories du Juste.

2.2 Travaux Connexes

Un certain nombre de travaux ont proposé des modeles
informatiques de théories éthiques, dont la déontologie ba-
sée sur les devoirs et les regles [3] [5] [26], la déontologie
de commande divine [10], le conséquentialisme [16] [20],
ou I’instanciation de normes [29]. Il existe aussi des ap-
proches de vérification formelle [13][14]. Cependant, cer-
tains de ces modeles tendent a intégrer directement 1’in-
formation éthiques au sein du processus de prise de déci-
sion de 1’agent, sans pour autant générer un raisonnement
moral. Bien qu’ils réussissent a exécuter des implémen-
tations directes de restrictions uniques, ils ne fournissent
pas une représentation explicite des relations de causalité
ou des processus de pensée éthique, limitant ainsi leur ap-
plicabilité et leur portée. Par exemple, en utilisant une lo-
gique prospective, Pereira et al. [26] modélisent une regle
déontologique qui prohibe le meurtre intentionnel par la
regle ‘falsum « intentionalKilling.’ Or ils déterminent si
“intentionalKilling’ vaut pour une action en indiquant ato-
miquement si cette action I’implique, utilisant des regles
de la forme ’intentionalKilling < end(A,iKill(Y)).” ou A
est ’action évaluée. Le probléme avec cette approche est
que 1’évaluation éthique est indiquée par des énoncés spé-
cifiques a I’action, plut6t qu’extraite par une forme de com-
préhension de I’environnement et des regles éthiques en
place. Il n’y a pas de représentation de la causalité, de sorte
que I’action et ses conséquences ne sont pas liées de dy-
namiquement ; leur relation est déclarée plutot que déduite.
Par conséquent, aucune notion de responsabilité éthique ne
peut étre élaborée sur cette base. En outre, les régles don-
nées manquant de puissance expressive, un nouveau pro-
gramme est nécessaire pour modéliser chaque nouveau cas.
Ces formalismes ne peuvent donc pas contraster différentes
théories, ni expliciter leurs hypotheses.

Des travaux plus récents ont exploré de maniére inté-
grale I’architecture des jugements éthiques [11] [9], repré-
sentant explicitement ces processus de raisonnement. Ce
travail s’inscrit dans cette poursuite.



3 Schéma Structurel

3.1 Modéeles et Modularité

La représentation explicite du raisonnement éthique per-
met a un agent d’informer son processus de prise de dé-
cision ou de juger du comportement des autres. Pour y
parvenir, il ‘teste’ les actions possibles dans des simula-
tions spécifiques afin d’évaluer leurs conséquences ou leur
mérite éthique inhérent. Le résultat de la simulation donne
alors un ensemble d’actions acceptables ou inacceptables,
qui dicte le comportement a venir. Le cadre présenté ici est
concerné par ce processus d’évaluation, plutdt que par ce
que I’application de cette évaluation.

Le processus éthique est appréhendé comme une pro-
cédure en quatre étapes définie par quatre types de mo-
deles interdépendants : un modéle d’action, un modele de
causalité, un modeéle du Bien, et un modele du Juste. Les
deux premiers modeles produisent une compréhension en-
tierement non-éthique du monde, les deux suivants y su-
perposent une compréhension éthique du monde. Le mo-
dele d’action présenté ici, et qui constitue la base du cadre,
est basé sur une version modifiée de I’Event Calculus a la
maniere de [9]. La situation est représentée en termes de
Sfluents, des propriétés du monde variant dans le temps, et
d’évenements qui modifient ces fluents. Nous définissons
ces modeles ici, comme illustré dans la figure 1.

Un modele d’action A permet a 1’agent de représenter
son environnement et les changements qui s’y déroulent.
Il prend comme entrée un ensemble d’actions effectuées. 11
est composé d’une sifuation initiale contenant les fluents
vrais a T=0, une spécification d’événements contenant un
ensemble d’événements et de relations de dépendance, et
un moteur d’événement qui permet a la simulation d’évo-
luer. Il génere une trace d’événements de chaque simula-
tion qui désigne pour chaque moment les événements qui
s’y produisent et des fluents qui y sont vrais.

Un modeéle de causalité C piste les conséquences des
actions, rendant possible un raisonnement sur la respon-
sabilité et I’imputabilité des agents. Il prend comme en-
trée la trace d’événements produite par le modele d’action
et une spécification d’événements contenant un ensemble
d’événements et de relations de dépendance. Il est com-
posé d’un moteur causal qui permet la création d’un arbre
causal représentatif de la simulation. I génere une trace
causale de chaque simulation qui désigne pour chaque mo-
ment les liens de cause a effets qui existent entre événe-
ments et fluents.

Un modeéle du Bien G donne une appréciation de la va-
leur éthique intrinseque de finalité€s ou d’événements. Il
est composé d’une spécification de modalités, d’une spé-
cification éthique d’événements composée d’un ensemble
d’événements et d’'un ensemble de relations de dépendance
éthique, et d’une ou plusieurs théories du Bien. 1l génere
une évaluation du Bien, évaluant les événements comme

plus ou moins en accord avec le Bien.

Un modele du Juste R détermine 1’action la plus juste
selon des circonstances données. Il prend comme entrée la
trace causale produite par le modele de causalité et, dans
le cas ol une théorie du Juste considérée contient des prin-
cipes conséquentialistes, une évaluation du Bien produite
par le modele du Bien. Il est composé d’une ou plusieurs
théories du Juste et, dans le cas ou une théorie du Juste
considérée contient des principes déontologiques, un en-
semble de spécifications déontologiques. 11 géneére une éva-
luation du Juste, évaluant les actions comme plus ou moins
en accord avec le Juste -et donc admissibles ou non.

Ces quatre types de modeles sont interdépendants a de-
grés variables. Les modeles du Bien et du Juste reposent
toujours sur un modele d’action et un modele de causa-
lité. Mais alors qu’un modele de causalité est toujours né-
cessaire, la formulation particuliere du moteur causal peut
varier, par exemple pour représenter différentes définitions
des causes et des conséquences. Parce que le moteur d’évé-
nement constitue la base du cadre, il est toutefois pro-
posé qu’il soit unique et invariable. En ce qui concerne les
modeles éthiques, avoir un modele du Bien est nécessaire
pour modéliser les théories du Juste qui sont conséquentia-
listes, ainsi que celles qui sont déontologiques lorsqu’elles
comportent des contraintes conséquentialistes. Des inter-
dépendances peuvent également exister au sein d’un type
de modele, en particulier dans le cas des théories du Juste
qui peuvent faire appel ’'une a I’autre. La hiérarchie bien
définie entre les différents types de modeles donne au
cadre la capacité non seulement de modéliser, mais aussi
de comparer un nombre potentiellement illimité de théo-
ries éthiques. De plus, la compartimentation des différents
types de processus permet leur analyse spécifique. Rem-
placer un modele spécifique tout en maintenant les autres
rend possible I’examen individualisé de ses ramifications.
Sur la base de ces modeles, le cadre d’évaluation éthique
est défini par :

F=<A;,C;, G, R)

Etant donné un cadre d’évaluation éthique F et un en-
semble A d’actions exécutées a, nous définissons 1I’en-
semble des actions admissibles comme suit :

Admissible(F, A) = {a € A/A;,C;,G;, R; E admissible(a)}

4 Moteur d’événement

L’Event Calculus Adapté Le moteur d’événement pré-
senté ici correspond a I’Event Calculus complet décrit dans
[27], avec les ajouts suivants. Pour répondre aux particula-
rités de la modélisation de scénarios éthiques complexes,
nous introduisons des événements automatiques en plus
des actions. Ces événements automatiques se produisent
lorsque toutes leurs conditions préalables, sous la forme
de fluents, tiennent, sans apport de 1’agent. En outre, nous
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faisons une distinction entre les fluents inertiels, qui res-
tent vrais jusqu’a ce qu’ils soient terminés par une occur-
rence d’événement, et les fluents non inertiels qui sont vrais
pour un moment seulement [24]. Enfin, nous introduisons
un ensemble de simulations qui permettent a 1’agent de
simuler séparément et simultanément les effets de diffé-
rentes actions sur le méme scénario. Nous désignons I’en-
semble des fonctions et des constantes comme suit : S est
un ensemble de simulations, 7~ un ensemble de moments ;
¥ un ensemble de fluents, A un ensemble d’actions, U
un ensemble d’événements automatiques et & un ensemble
d’événements ou & = AU U.

Axiomes d’Effets Les prédicats suivants caractérisent
le comportement des fluents qui contribuent a la créa-
tion d’événements. initially(F) indique que F est
vrai initialement; effect(E,F) indique que E peut cau-
ser F; initiates(S,E,F,T) indique que E initie F
a T dans S (et F n’est pas la négation d’un fluent);
terminates(S,E,F,T) indique que E termine F a T dans
S; clipped(S,F,T) indique que F est stoppé a T dans
S; nonInertial (F) qualifie les fluents qui ne sont pas
contraints par la loi d’inertie; holds(S,F,T) indique que
Festvrai a T dans S. Ces prédicats nous permettent d’axio-
matiser les principes qui gouvernent les fluents : un fluent
est vrai a T dans S si il a été initié par une occurrence d’évé-
nement a T-1 dans S; un fluent vrai a T dans S reste vrai
jusqu’a I’occurrence d’un événement qui le termine, sauf
s’il est non-inertiel, auquel cas il est vrai a T seulement.

holds(S,F,0):-initially(F),sim(S).
initiates(S,E,F,T):-

effect(E,F),occurs(S,E,T),not negative(S,F).
negative(S,neg(F)):-effect(E,neg(F)),sim(S).
terminates(S,E,F,T):-

effect(E,neg(F)),occurs(S,E,T).
clipped(S,F,T):-terminates(S,E,F,T).
holds(S,F,T):-

initiates(S,E,F,T-1),time(T).
holds(S,F,T):-

holds(S,F,T-1),not clipped(S,F,T-1),

not nonInertial (F),time(T).

Axiomes de Préconditions Les prédicats suivants carac-
térisent le comportement d’événements qui determinent
I’état des fluents. prec(F,E) indique que F est une pré-
condition de E; incomplete(S,E,T) indique que E est
incomplet a T dans S; possible(S,E,T) indique que E
est possible a T dans S; occurs(S,U,T) indique que U
se produit a T dans S; occurs(S,A,T) indique que A se
produit a T dans S. Ces prédicats nous permettent d’axio-
matiser les principes qui régissent I’occurrence des événe-
ments : un événement automatique se produit a T dans S si
toutes ses préconditions sont vraies a T dans S; une action
se produit a T dans S si toutes ses préconditions sont vraies
et qu’un agent effectue A a T dans S.

incomplete(S,E,T):-

prec(F,E),not holds(S,F,T),sim(S),time(T).
possible(S,E,T):-

not incomplete(S,E,T),sim(S),event(E),time(T).
occurs(S,U,T):-possible(S,U,T),auto(U).
occurs(S,A,T):-

possible(S,A,T),performs(S,D,A,T),act(A).

5 Moteur Causal

Axiomes de Causalité En se basant sur I’architecture de
I’Event Calculus, nous définissons la causalité en termes
de conséquences. Cela nous permet de générer une trace
fonctionnelle et dynamique des liens causaux. Nous la dé-
finissons de la maniére suivante.

Un fluent F est une conséquence d’un événement E si E
produit F, et les deux sont vrais. Un événement E est une
conséquence d’un fluent F si F est une précondition a E, et
les deux sont vrais.

Cette définition gére la possibilité qu’il y ait plus d’une
précondition pour I’occurrence de E et que F ne soit
pas considéré comme une cause de E si E ne se produit
pas (par exemple car d’autres préconditions n’ont pas été
remplies). Pour la modéliser, nous définissons le prédicat
cons(S,E1,T,E2), qui indique que I’événement E2 est
une conséquence de I’événement E1 qui s’est produit dans
S a T. Le moment référencé est le moment auquel s’est
produit le premier événement de la chaine causale. Une



chaine causale est composée d’une série de fluents et d’évé-
nements, mais le début et la fin d’une chaine causale sont
toujours des événements.

cons(S,E,T,F):-
occurs(S,E,T),effect(E,F),holds(S,F,T+1).

cons(S,F,T,E):-
occurs(S,E,T),prec(F,E),holds(S,F,T).

cons(S,E1,T1,E3):-
cons(S,E1,T1,C2),cons(S,C2,T2,E3),
event(El),event(E3),T2>T1.

6 Théories du Bien

Dans cette section, nous présentons deux modes de dé-
finition du Bien, relatifs aux droits aux valeurs. Ces modes
sont interchangeables et peuvent également étre combinés.
Nous présentons ensuite un modele pour quantifier le bien
une fois qu’il a été qualifié, ce qui lui permet a la fois d’étre
intégré dans les théories du Juste et donne aux événements
des poids significatifs. Les droits, les valeurs ou d’autres
moyens de définir le bien sont appelés modalités.

6.1 Qualifier le Bien
6.1.1 Droits

L utilitarisme des droits de Nozick postule que le Bien a
maximiser consiste en la non violation des droits [25]. Un
droit peut étre défini comme une “revendication justifiée
que les individus et les groupes peuvent faire sur d’autres
individus ou sur la société ; avoir un droit ¢’est étre en me-
sure de déterminer par ses choix, ce que les autres doivent
ou ne doivent pas faire" [7]. Cette définition capture le fait
qu’un droit indique a la fois un état des choses pour la per-
sonne concernée (I’exercice du droit) et une contrainte im-
posée aux autres (I’interdiction de violer le droit). Nous
définissons les régles de sorte qu’un événement impliquant
des personnes et qui viole un droit est mal par rapport a ce
droit, et un événement qui implique des personnes mais ne
viole pas un droit est bien par rapport a ce droit. Un évé-
nement peut étre mal par rapport a un droit et bien par rap-
port a un autre. Cependant, aucun événement impliquant
des personnes n’est neutre en ce qui concerne les droits :
il respecte ou non chaque droit. Ce principe du tiers ex-
clu est rendu explicite par 1’utilisation de la négation par
I’échec dans la regle. Notez que les droits sont définis par
right (M) dans la spécification de modalités.

bad(E,X,M) :-effect(E,involves(X)),
effect(E,neg(M)),right(M).

good(E,X,M) :-effect(E,involves (X)),
not effect(E,neg(M)),right(M).

6.1.2 Valeurs

Une théorie fondée sur les valeurs fournit également un
moyen efficace d’évaluer le mérite initial des événements.
Une valeur peut étre définie comme “une conception, ex-
plicite ou implicite, distinctive d’un individu, ou caractéris-
tique d’un groupe, de ce qui est souhaitable et qui influence
la sélection des modes, des moyens et des fins d’action dis-
ponibles." [19]. Une valeur est donc un type d’entité indé-
pendante que peuvent assumer les actions et leurs consé-
quence. Les valeurs peuvent étre générales, ou spécifiques
a différents contextes, tels que le lieu de travail ou 1’éduca-
tion des enfants. Nous définissons les reégles de sorte qu’un
événement qui démontre I’expression d’une valeur parti-
culiere est bien par rapport a cette valeur, et un événement
qui démontre la négation d’une valeur est mal par rapport a
cette valeur. Les autres événements sont considérés ni bons
ni mauvais par rapport a celle-ci. Notez que les valeurs sont
définies par value (M) dans la spécification de modalités.

good(E,X,M) :-effect(E,involves (X)),
effect(E,displays(M)),value().

bad(E,X,M):-effect(E,involves(X)),
effect(E,neg(displays())),value().

6.2 Quantifier le Bien

Une fois déterminé le contenu du Bien, nous procédons a
la quantification de ce contenu, c’est-a-dire a la ‘pesée’ des
bonnes et mauvaises ramifications des événements. Nous
définissons trois parametres pour cela :

— Le nombre de personnes impliquées dans I’événe-
ment. Par exemple, un événement affectant cinq per-
sonnes comptera cinq fois plus qu’un événement en
affectant une. Cette information est donnée dans les
prédicats good (E, X, M) et bad(E,X,M) par X.

— La valeur relative des personnes impliquées dans
I’événement. Par exemple, il est peut-tre plus signi-
ficatif de sauver des enfants plutdét que des adultes,
ou de nuire a des personnes en bonne santé plu-
tot qu’a des patients en déclin. Ce paramétre est
pris en compte par ’attribution a chaque groupe
d’une valeur numérique, exprimée dans le prédicat
t_Weight(E,G,N) ou E est un événement, G son
groupe cible et N le poids donné.

— DL’importance de la modalité affectée par 1’événe-
ment. Par exemple, étre bienfaisant est peut étre plus
important qu’étre poli, respecter le droit a la vie est
peut-étre plus important que respecter le droit de pro-
priété. Ce parametre est pris en compte par 1’ attribu-
tion a chaque modalité d’une valeur numérique, ex-
primé dans le prédicat m_Weight (M,N) ou M est la
modalité et N le poids donné.

L attribution de poids aux modalités et aux groupes est
non triviale, et la méthode proposée ici en est une parmi
d’autres, qui fait acte d’introduction. Il est possible, par



exemple, de I’enrichir en prenant en compte d’autres dé-
pendances, telles que la corrélation entre certaines mo-
dalités et personnes (par exemple, 1’autonomie pourrait
étre essentielle pour les adultes et la sécurité pour les
enfants), ou l'importance de parties affectées non hu-
maines (les animaux, 1’environnement, etc.). L’étape sui-
vante consiste a réunir tous les poids en un seul en agré-
geant par un produit les différents parametres dans les pré-
dicats weightedGood (E,N,M) et weightedBad(E,N,).
Le poids global d’un événement correspond alors a la
différence entre les sommes de toutes ses bonnes et mau-
vaises ramifications pondérées. Plus le poids d’un événe-
ment est grand, plus il participe au Bien; les événements
qui ont des poids négatifs font plus de mal que de bien. Les
poids sont donnés par le prédicat weight (E,N). Ce prédi-
cat permet I’intégration du Bien dans le Juste et participera
a définir les théories du Juste. Il est a noter que les poids de
cible et de modalité sont définis par t_Weight (E,G,N) et
m_Weight (M N) dans la spécification de modalités.

weightedGood(E,X*N1*N2,M):-good(E,X,M),
t_Weight(E,G,N1),m_Weight(M,N2).

weightedBad(E,X*N1*N2,M):- bad(E,X,M),
t_Weight(E,G,N1),m_Weight(M,N2).

weight(E,N1-N3) :-
N1=#sum[weightedGood(E,N2,M1)=N2],
N3=#sum[weightedBad(E,N4,M2)=N4],
number (N1;N3),event(E).

7 Theories du Juste

7.1 Ethiques Consequentialistes

L’éthique conséquentialiste existe sous de nombreuses
formes, allant des principes simples d’action aux théories
complexes pour maximiser le bien. Nous en décrivons et
modélisons cing.

7.1.1 Proscription d’Actions Purement Préjudiciables

Le premier principe conséquentialiste affirme que les
actions ayant des effets purement préjudiciables sont in-
admissibles. Cette régle intuitive est pertinente pour la
plupart des scénarios éthiques et peut compléter d’autres
théories du Juste qui ne se concentrent que sur des ac-
tions a effets complexes. Pour mettre en ceuvre cette
regle, nous définissons les prédicats badCons(S,A,T) et
goodCons(S,A,T), qui indiquent respectivement qu’une
action A qui se produit 3 T dans S provoque au moins
une mauvaise ou une bonne conséquence. Nous déclarons
ensuite qu’une action est inadmissible si elle n’a que des
mauvaises conséquences. Toute autre action qui n’a pas été
démontrée inadmissible est admissible.

badCons(S,A,T):-act(A),cons(S,A,T,E),bad(E,X,M).
goodCons(S,A,T):-act(A),cons(S,A,T,E),good(E,X,M).

imp (pureBad,A) : -
badCons(S,A,T) ,not goodCons(S,A,T).
per(pureBad,A) :-act(A) ,not imp(pureBad,A).

7.1.2 Principe de la Moins Mauvaise Conséquence

Egalement appelé maximum minimorum, ce principe dé-
clare qu’une action est inadmissible si sa pire conséquence
est pire que la pire conséquence de toute autre action pos-
sible. Ce principe est particulicrement pertinent pour la
prise de décision sous incertitude, oli, sous ‘I’hypothese
de la malchance’, chaque action possible produirait sa pire
conséquence. Ainsi ’agent ferait mieux de choisir 1’alter-
native ayant le moins mauvais mauvais résultat [22]. Pour
formaliser cette regle, nous déterminons d’abord une hié-
rarchie entre les conséquences des actions, afin d’ensuite
indiquer la pire. Le prédicat worse(E1,E2) indique que
la conséquence E1 d’une action est pire que la consé-
quence E2 de la méme ou d’une autre action. Les prédicats
notWorstCons(S,A,T,E) et worstCons(S,A,T,E) dé-
terminent alors la limite basse d’un ordre partiel déterminé
par le prédicat worst. Enfin, nous déclarons qu’une action
Al est inadmissible si sa pire conséquence E1 est pire que
la pire conséquence E2 de toute autre action A2. Toutes les
autres actions sont admissibles.

worse(E1,E2):-
cons(S1,A1,T1,E1),cons(S2,A2,T2,E2),
weight(E1,N1),weight (E2,N2), N1<N2.
notWorstCons(S,A,T,E1):-
act(A),cons(S,A,T,E1),cons(S,A,T,E2),
worse(E2,E1) ,not worse(El,E2).
worstCons(S,A,T,E):-act(A),event(E),
cons(S,A,T,E),not notWorstCons(S,A,T,E).
imp(leastBad,Al) :-worstCons(S1,A1,T1,E1),
worstCons(S2,A2,T2,E2),
worse(E1,E2),A1!=A2.
per(leastBad,A):-act(A),not imp(leastBad,A).

7.1.3 Principe d’Analyse Coiit-Avantage

Ce principle indique qu’une action est admissible si elle
est globalement bénéfique, c’est-a-dire si ses bonnes consé-
quences I’emportent les mauvaises. Nous utilisons les pré-
dicats weightCons(S,A,T,E,N), qui détermine le poids
N des conséquences individuelles E d’une action A qui
s’est produite a T dans S, et weightAct (A,N2), qui conca-
téne ces poids 2, pour indiquer que A est inadmissible si ce
poids total N2 est négatif, et admissible sinon.

weightCons(S,A,T,E,N):-
act(A),cons(S,A,T,E),weight(E,N).

weightAct(A,N2):-act(A),number(N2),
N2=#sum[weightCons(S,A,T,E,N1)=N1].

imp (benCosts,A) :-weightAct(A,N2) ,number(N2), N2<@.

per(benCosts,A):-act(A),not imp(benCosts,A).

2. sans spécifier de situation car une seule action est réalisée dans
chaque situation.



7.1.4 Utilitarianisme de I’Acte

“C’est le plus grand bonheur du plus grand
nombre qui est la mesure du bien et du mal." J.
Bentham, 1776 [8].

Lutilitarisme de 1’acte exige que 1’on évalue une ac-
tion directement selon le principe d’utilité, qui stipule que
I’action moralement correcte est celle qui a les meilleures
conséquences globales pour le bien-étre ou 1'utilité de la
majorité des parties concernées [8]. Une action est donc ad-
missible si, compte tenu de toutes les autres actions dispo-
nibles, elle a les meilleures conséquences dans 1’ensemble.
En utilisant le prédicat weightAct défini ci-dessus, nous
déterminons un ordre de préférence entre les actions dans
le domaine et déclarons qu’une action A1 est inadmissible
s’il existe une autre action A2 dont le poids est supérieur.
Toute autre action est admissible.

imp(actUti,Al):-
weightAct(Al,N1),weightAct(A2,N2),N1<N2.
per(actUti,A):-act(A),not imp(actUti,A).

7.1.5 [Utilitarisme de la Regle

“Chaque acte, dans la vie morale, tombe sous
une regle; et nous devons juger la moralité
ou l'immoralité de ’acte, non par ses consé-
quences, mais par les conséquences de son uni-
versalisation -c’est-a-dire par les conséquences
de ’adoption de la regle sous laquelle cet acte
tombe." J. Hospers, 1975 [28]

L'utilitarisme de la régle évalue une action en deux
temps. La premiere étape consiste a évaluer les regles mo-
rales sur la base du principe d’utilité : il s’agit de détermi-
ner si une regle ou un ensemble de regles morales engen-
drera les meilleures conséquences, supposant que tout ou
la plupart des agents s’y plient. Dans la vie quotidienne,
de telles regles peuvent inclure ‘Ne pas voler’, ou ‘Gar-
dez ses promesses’. La deuxiéme étape consiste a évaluer
les actions individuelles relativement a ce qui a été justi-
fié au cours de la premiere étape. Une action n’est admis-
sible que si la regle a laquelle elle appartient respecte le
principe d’utilité, outre son propre respect du principe. Par
exemple, si ‘Ne pas voler’ est une regle adoptée, le vol sera
toujours inadmissible, méme dans I’instance ou un vol pro-
duirait la plus grande utilité (par exemple, en alimentant
un affamé). Le prédicat ruleCount (R,N) regroupe tous
les poids N des actions qui appartiennent a une régle R ; le
prédicat weightRule (R, N) les concatene. Nous déclarons
alors qu’une action A est inadmissible si elle est une ins-
tance d’une regle R globalement nuisible, ¢’est-a-dire dont
les mauvaises conséquences 1’emportent sur les bonnes,
considérant toutes ses instanciation. Toute autre action est
admissible. Il est a noter que les instances de regles et les

regles sont définies par rule(R) et instance(A,R) dans
la spécification de modalités.

ruleCount (R,N):-

rule(R),instance(A,R) ,weightAct(A,N).
weightRule(R,N):-

rule(R) ,number (N) ,N=#sum[ruleCount (R,N1)=N1].
imp(ruleUti,A):-

act(A),instance(A,R) ,weightRule(R,N),N<0.
per(ruleUti,A):-act(A),not imp(ruleUti,A).

7.2 Ethiques Déontologiques

Dans cette section, nous présentons trois doctrines dé-
ontologiques. Deux d’entre elles sont purement déontolo-
giques, les codes de conduite et I’éthique kantienne. La
doctrine du double effet comporte des contraintes consé-
quentialistes. Il est a noter que notre traduction logique de
ces théories constitue une possibilité parmi d’autres.

7.2.1 Codes de Conduite

“J’apporterai mon aide a mes confréres ainsi
qu’a leurs familles dans I’adversité. Que les
hommes et mes confreres m’accordent leur es-
time si je suis fideéle a mes promesses; que je
sois déshonoré et méprisé si j'y manque." Ser-
ment d’Hippocrate, [12]

Un code de conduite est un ensemble de regles qui décrit
les obligations, les interdictions ou les responsabilités d’un
individu, d’un groupe ou d’une organisation. Il spécifie les
principes qui guident la prise de décision ou les procé-
dures de ceux qui sont contraints par le code. Les codes de
conduite varient dans leur portée et leur nature, allant des
codes déontologiques professionnels aux commandements
religieux. Le comportement et la moralité sont typiquement
déterminés par un corps global, tel qu’une entreprise, un
état ou un dieu. Nous illustrons ici ce type de contrainte
en modélisant une regle commune qu’est I’interdiction de
tuer. Une telle régle se trouve par exemple dans la Déclara-
tion de Geneve de I’ Association Médicale Mondiale sous
la forme de la déclaration «Je garderai le respect absolu de
la vie humaine» [6], ou dans le Décalogue comme com-
mandement ‘Tu ne tueras point’(Exode 20 : 1-21). Nous
modélisons une regle de ce type en déclarant qu’une ac-
tion est inadmissible dans la mesure ou elle provoque ou
consiste en ce qui est interdit, ici, tuer.

imp(conduct,A):-act(A),cons(S,A,T,kill(N,G)).
per(conduct,A):-act(A),not imp(conduct,A).
7.2.2 La Formule de la Fin en Elle-Méme

“Agis de telle sorte que tu traites I’humanité
aussi bien dans ta personne que dans la personne
de tout autre toujours en méme temps comme une



fin, et jamais simplement comme un moyen." .
Kant, 1785 [18]

Cette formule est un élément d’éthique kantienne qui
met 1’accent sur la valeur intrinseque de la vie humaine.
C’est un impératif moral qui interdit d’utiliser les per-
sonnes comme moyen pour d’autres fins, les personnes
étant des fins en elles-mémes en vertu de leur nature d’étres
rationnels [18]. La formule contraste la valeur intrinséque,
qui est persistante et souveraine, avec la valeur instrumen-
tale, qui dépend de ce qu’elle produit. Nous présentons
le prédicat aim(A,E) qui indique que le but de I’action
A est de provoquer 1’événement E et utilisons le fluent
involves(X) pour indiquer qu’au moins une personne est
impliquée dans E. Nous déclarons alors qu’une action A est
inadmissible si elle provoque un événement E qui implique
au moins une personne, mais ou E n’est pas un but de A.
Toute autre action est admissible. Les buts sont définis par
aim(A,E) dans la spécification déontologique.

imp(kant,A):-act(A),cons(S,A,T,E),
effect(E,involves(X)),not aim(A,E).
per(kant,A):-act(A),not imp(kant,A).

7.2.3 La Doctrine du Double Effet

‘Rien n’empéche un acte d’avoir deux effets, dont
un seul est voulu, tandis que I’autre est a coté de
Uintention.” T. Aquinas, 1485 [4]

La doctrine du double effet est un ensemble de cri-
teres éthiques utilisés pour évaluer la permissibilité éthique
d’une action qui a a la fois de bonnes et de mauvaises
conséquences [15]. Elle dicte qu’une personne peut licite-
ment exécuter une action en sachant qu’elle aura des bons
et mauvais effets, a condition que : 1) L’action elle-méme
soit bonne ou moralement neutre; 2) Le mauvais effet ne
soit pas directement voulu ; 3) Le bon effet résulte de I’acte
et non du mauvais effet; 4) Le bon effet soit plus impor-
tant ou égal au mauvais effet [23]. imp(ddel,A) proscrit
une action si elle est intrinséquement mauvaise, correspon-
dant a la condition 1. imp(dde2,A) proscrit une action si
elle provoque un mauvais effet qui conduit a un bon effet.
Cette regle correspond aux conditions 2 et 3, car nous esti-
mons que ’utilisation d’un événement comme moyen pour
arriver a un autre événement équivaut a vouloir le premier
événement. imp (dde3, A) proscrit une action si son effet
global est mauvais. Cela correspond a la condition 4 qui
équivaut au Principe d’ Analyse Colit-Avantage. Toutes les
autres actions sont permises par la doctrine.

imp(ddel,A):-act(A),bad(A,X,M).
imp(dde2,A):-
act(A),cons(S,A,T,E1),cons(S,E1,T2,E2),
bad(E1,X1,M1), good(E2,X2,M2).
imp(dde3,A) :-imp(benefitsCosts,A).
per(dde,A):-act(A),not imp(ddel,A),
not imp(dde2,A),not imp(dde3,A).

7.2.4 Discussion

La modélisation de ces théories souligne certaines de
leurs caractéristiques. D’abord, nous distinguons deux
types de théories du Juste : celles qui évaluent chaque
action par rapport aux autres actions possibles, et celles
qui évaluent chaque action de manicre indépendante. Les
principes relatifs comparent les actions et font un choix
unique. Le principe de la moins mauvaise conséquence,
U utilitarisme de ’acte et 1 utilitarisme de la régle sont de
ce genre. Cependant, I’ utilitarisme de la regle est particu-
lier en ce sens que la permissibilité de routes les actions
est déterminée selon I’impact de chacune individuellement.
Ainsi, toutes ou aucune des actions considérées sous une
régle sont admissibles. A 1’inverse, les principes indépen-
dants évaluent chaque action en elle-méme sans é&tre af-
fectés par les options disponibles. Ainsi, ils produisent des
ensembles d’actions admissibles ou inadmissibles. Toutes
les autres théories du Juste présentées ici sont de ce genre.
Il est important de noter que différentes théories du Juste
peuvent, et parfois doivent, se compléter. Par exemple, la
doctrine du double effet ne dit rien sur les action dont les
effets sont purement mauvais et peut étre utilement com-
plétée par un principe conséquentialiste pour y remédier.

8 Preuve de Concept

Dans cette section, nous illustrons la maniére dont
chaque contrainte éthique décrite ci-dessus gere un di-
lemme éthique a 1’aide d’un exemple mono-agent de prise
de décision. C’est une exemple jouet qui n’a pas vocation
a étre réaliste, mais vise a montrer la diversité des évalua-
tions éthiques possibles. Le code source complet est télé-
chargeable sur un service cloud 3.

Un Dilemme Médical Un médecin (I’agent autonome)
est en possession de trois différents traitements expérimen-
taux pour une maladie grave et handicapante. Chaque trai-
tement a un taux de réussite différent.

- Pour 100 patients qui essaient le traitement Alpha, 15
sont guéris, 20 perdent leur vie et 65 restent inchangés.

- Pour 100 patients qui tentent le traitement Béta, 30 sont
guéris, 25 perdent leur vie et 45 restent inchangés.

- Pour 100 patients qui essaient le traittement Gamma, 50
sont guéris, 30 perdent leur vie et 20 restent inchangés. Ce-
pendant, sur les 50 patients guéris, 30 ne sont entierement
guéris que parce qu’ils ont également recu une transplan-
tation d’organe provenant de chacun des 30 morts. Sans la
transplantation, ils auraient perdu la vie.

Le gain en termes de vies sauvées (c’est-a-dire les pa-
tients guéris moins les patients tués) pour chaque traite-
ment est donc : Alpha -5; Beta 5; Gamma 20. Afin de
choisir quel traitement est admissible, nous considérons

3. https ://gitlab.lip6.fr/ganascia/AAMAS_2017



que le médecin simule séparément le fait de donner chaque
traitement a un groupe de 100 personnes. Il administre le
traitement a T=0 dans trois simulations respectives. Le cas
est représenté de la maniere suivante.

act(give(Z)):-treatment(Z).
prec(exist(Z),give(Z)):-act(give(Z)).
performs(siml,doctor,give(alpha),®).
performs(sim2,doctor,give(beta),0).
performs(sim3,doctor,give(gamma),®) .
initially(exist(Z)):-treatment(Z).
auto(cure(X,G) ;kill(X,G) ;null(X,G))
:-people(X), group(G).
testgroup(group(alpha;beta;gamma)) .
treatment (alpha;beta;gamma) .
effect(give(alpha),posImpact(15,group(alpha))).
effect(give(alpha),negImpact(20,group(alpha))).
effect(give(alpha),noImpact(65,group(alpha))).
effect(give(beta),posImpact(30,group(beta))).
effect(give(beta) ,negImpact(25,group(beta))).
effect(give(beta) ,noImpact(45,group(beta))).
effect(give(gamma) ,posImpact(20,group(gamma))).
effect(give(gamma) ,negImpact(30,group(gamma))).
effect(give(gamma) ,noImpact (20, group(gamma))) .
effect(kill(X,group(gamma)),
posImpact(X,group(gamma))):- people(X).
prec(posImpact(X,G),cure(X,G)):-auto(cure(X,G)).
prec(negImpact(X,G),kill(X,G)):-auto(kill(X,G)).
prec(noImpact(X,G) ,null(X,G)):-auto(null(X,G)).

effect(cure(X,G),involves(X)):-auto(cure(X,G)),X>0.
effect(null(X,G),involves(X)):-auto(null(X,G)),X>0.
effect(kill(X,G),involves(X)):-auto(kill(X,G)),X>0.

nonInertial (posImpact(X,G) ;negImpact(X,G);

noImpact (X,G) ;involves(X)):-people(X),testgroup(G).

Le docteur considere en outre que venir en aide consti-
tue le Bien, que guérir est venir en aide, tuer est I’opposé
de venir en aide et laisser la maladie inchangée est n’avoir
aucun impact. Il considere également que la valeur venir
en aide (helpfullness) a un poids de 1 (ceci est ici tri-
vial car il n’y a qu’une seule modalité) et que la vie de tous
les patients est équivalente. Il pense aussi que donner cha-
cun de ces traitements pourrait &tre généralisé comme la
regle ‘donner des remedes incertains’. Enfin, son objectif
en donnant des traitements est de guérir.

m_Weight (M, 1) :-modality(M).
t_Weight(E,G,1):-
testgroup(G) ,effect(E,involves(X)).
modality(M):-value().
value(helpfulness).
effect(cure(X,G),displays(helpfulness)):-
auto(cure(X,®)).
effect(kill(X,G) ,neg(displays(helpfulness))):-
auto(kill(X,G)).
rule(uncertainCures).
instance(give(alpha;beta;gamma) ,uncertainCures).
aim(give(Z),cure(X,group(Z))):-
treatment (Z),people(X).

TasLe 1 — Evaluations Basées sur la Valeur ‘helpfulness’

‘ [ Alpha Beta | Gamma |
pureBad Admis Admis | Admis
leastBad Admis | Inadmis | Inadmis
benCosts || Inadmis | Admis | Admis

actUti Inadmis | Inadmis | Admis

ruleUti Admis Admis | Admis
conduct || Inadmis | Inadmis | Inadmis
kant Inadmis | Inadmis | Inadmis
dde Inadmis | Admis | Inadmis

TasLE 2 — Evaluations Basées sur le Droit ‘life’

\ [ Alpha | Beta [ Gamma |
pureBad Admis Admis | Admis
leastBad Admis | Inadmis | Inadmis
benCosts || Admis Admis | Admis

actUti Admis | Inadmis | Inadmis
ruleUti Admis Admis | Admis
conduct || Inadmis | Inadmis | Inadmis
kant Inadmis | Inadmis | Inadmis
dde Admis Admis | Inadmis

Les résultats de 1’évaluation éthique sont résumés dans
le tableau 1. Pour montrer comment le remplacement d’un
module par un autre peut changer le processus d’évalua-
tion, nous modélisons également un cas dans lequel le doc-
teur fonde sa théorie du Bien non pas sur une valeur mais
sur le respect du droit a la vie. Cette modalité est définie
comme suit, et les résultats résumés dans le tableau 2.

modality(M):-right ().
right(life).
effect(kill(X,G) ,neg(life)):-auto(kill(X,G)).

9 Conclusion

Le cadre présenté ici adapte et s’appuie sur I’Event Cal-
culus pour permettre la modélisation de théories éthiques
et de scénarios dans lesquels les appliquer. Défini en pro-
grammation logique, il présente une méthode et une im-
plémentation de cette méthode. L’accent est mis sur la hié-
rarchie et la représentation explicite des processus de rai-
sonnement qui déterminent la prise de décision éthique.
Celles-ci permettent d’engendrer des regles avec un fort
potentiel expressif qui conférent aux agents la capacité de
décider et d’expliquer leurs décisions, mais aussi de rai-
sonner sur les actions d’autres agents. En outre, la confron-
tation de théories éthiques avec les contraintes logiques
des langages de programmation éclaire ces théories, cla-
rifiant leurs concepts, les relations qui les lient et les am-
biguités potentielles qu’elles peuvent contenir. Nous envi-



sageons un certain nombre d’avenues futures pour déve-
lopper le cadre actuel. Tout d’abord, nous cherchons a mo-
déliser I’intention, qui n’est pour I’instant traitée qu’impli-
citement, et de modéliser les désirs des agents. Cela per-
mettra aux agents de gérer des scénarios plus complexes
et plus réalistes. En outre, nous avons I’intention de per-
mettre la formulation de plans éthiques d’actions dans les-
quels plus d’une action peut étre évaluée dans une simula-
tion, en travaillant vers un véritable domaine de planifica-
tion. Enfin, nous visons a intégrer le cadre dans un systeme
multi-agents, afin d’exploiter plus pleinement son potentiel
pour faciliter la coopération ou I’intelligence collective.
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Abstract

Rule learning is a data mining task consisting in gene-
rating predictive rules from a tabular dataset of examples
labeled by a class identifier. We focus on propositional rule
induction for which some representative algorithms are CN2
or Ripper. Such algorithms extract rules of the form “IF
Conditions THEN class-label”.

How to generalize examples is a central issue in a lear-
ning task. This work investigates the question of what is an
admissible generalization of examples, to be called “rule eli-
citation”, from an expert’s viewpoint.

The overall rule learning process is viewed as a two-step
process, depicted in Figure 1 :

1. Some subsets of data (some examples restricted to some
attributes) are selected. In Figure 1, ¢ selects some pos-
sible subsets of data.

2. Each subset of data (A, S) is assumed to elicit (i.e., is
generalized by) a unique rule. The idea of the “eliciting”
function f from (A, S) is to generate the rule 7.

FIGURE 1 — Rule learning process: Abstract modeling

determining ¢, i.e., how to select data subsets. It is assumed
that rules are generated from all possible selected subsets. !

We introduce a formalization for generalization of
examples as follows. A generalization of a set of examples
S is an admissible rule 7 = S where < is a closure-like
operator. For any S and attribute A;, generalizing S; (i.e., S
restricted to the A; attribute) is identified with mapping S,
to § with properties of - taken from the list of Kuratowski
axioms for closure or weaker versions of them.

We prove that some significant classes of generaliza-
tions are captured by preclosure and capping operators.

The main intuition is that rule admissible subsets of
the range Rng A; of an attribute A; can be characterized as
choices from the powerset of Rng A;. Depending on what
principles underly the actual choice, a different kind of clo-
sure (i.e., a weakening of Kuratowski’s) embodies rule ge-
neration through generalization.

We explicitly give families of choice functions that in-
duce preclosure, cumulation, and capping operators. The
role of these functions is to choose an admissible rule among
the set of supersets of the examples S.

We illustrate such concrete functions for numerical at-
tributes and relate them to intuitive notions of value interpo-
lation, respectively neighborhoods and intervals.

We check the behaviour of the CN2 algorithm against
the notions introduced in our formalization. Our experi-
ments seem to show that rules are generated only from the
extreme values of example sets, regardless of the actual
example distribution. This behaviour corresponds to opera-
tors stronger than capping (but still weaker than Kuratows-
ki’s). Yet, we should notice that these examples are speci-
fic cases of datasets with well-separated classes. In case of
overlapping range of values, the rule choices that have been
made depend on example distributions.

1. We have no practical objective, our purpose is not to design a new
algorithm but to set a general framework to shed light on some characte-
ristics of existing rule learning algorithms.

This article focuses on the f function, i.e., how to elicit
arule from a subset of data. We do not tackle the question of
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Résumé

SESAME est un systeme qui, dans le cadre de I’argumen-
tation abstraite, permet de spécifier une sémantique argu-
mentative et qui s’ attaque au probleme de vérification : pour
un graphe d’argumentation donné, tel ou tel ensemble d’ar-
guments constitue-t-il une extension sous la sémantique spé-
cifiée par 'utilisateur? Les sémantiques qui peuvent étre
spécifiées au travers du systeéme SESAME ne se limitent pas
aux sémantiques déja connues, un utilisateur peut en spéci-
fier de nouvelles. Le syst¢me SesaMme fournit en sortie une
représentation logique de la sémantique saisie sous la forme
d’une formule paramétrée. Appliquée a un ensemble d’argu-
ments d’un graphe d’argumentation donné, la formule ins-
tanciée va étre satisfiable si et seulement si cet ensemble est
une extension pour ce graphe sous la sémantique spécifiée.

Abstract

SESAME is a tool which allows to specify argumentation
semantics for abstract argumentation frameworks, and to ta-
ckle the verification problem : is a given set of arguments
an extension under a semantics for a given argumentation
framework ? The semantics which can be specified go well
beyond the range of semantics already known, and the user
can indeed specify brand new semantics of her own. The
system then provides a logical encoding in the form of a pa-
rametrized formula. When applied to a given subset of argu-
ments of a given argumentation framework, the instantiated
formula will be satisfiable if and only if the set is an exten-
sion for the framework according to the specified semantics.

Mots-clefs. Argumentation, logique, spécification.

1 Introduction

Cette note est une courte introduction a SEsaME (SEman-
tics Specification in Abstract arguMEntation), un systeme
qui permet a son utilisateur de spécifier une sémantique
argumentative, et qui en donne un codage logique sous
la forme d’une formule propositionnelle paramétrée [4].

Appliqué a un systeme (graphe) d’argumentation donné
G = (A,R), pour § € A, le principe est que la formule
instanciée est satisfiable si et seulement si S est une exten-
sion pour G selon la sémantique argumentative spécifiée
par 'utilisateur.

La Ficure 1 présente une capture d’écran de SESAME.

Rappel. Un graphe d’argumentation est un graphe orienté
fini (A, R). Les éléments de A sont appelés arguments et
bRa se lit « b attaque a » pour a et b appartenant a A.

Exemple de codage de la la sémantique stable.

Pour la sémantique stable de [6] par exemple, il faut
construire une formule o x).s pour le cas o = stable.

Définition Pour un graphe d’argumentation (A,R), une
extension stable est un ensemble S C A tel que :

- il n’existe pas deux arguments a etb de S t.q. aRb ;

- pour tout argument a ¢ S, il existe b € S t.q. bRa.

La formule o (#x)s va traduire une reformulation de ces
deux conditions :
— pour tout a dans S, pour tout b attaquant a, il est
faux que b est dans S ;
— pour tout a dans A, si a n’est pas dans S alors il
existe b attaquant a tel que b est dans S .

Pourquoi reformuler ? Afin d’obtenir des conditions qui
sont des combinaisons d’énoncés de base

« I’argument x est dans I’ensemble X »

devant se coder par des symboles propositionnels

P(xeX)

ainsi notés pour des raisons de lisibilité (dans les faits, ce
sont de simples atomes du langage propositionnel).



£ SESAME - Semantics specification for abstract argumentation

File 7
3

<principle=
=classical-principle=
<quantified-upon=
<set>
<domain=
<argument>
=complex-set=

S denotes  the

fontsize |3 5| number of lines E:

/\ v ¥(ze8)

reA yRe =Ry

x

( S satisfies reinstatement )

subset of Ato be tested for being an extension

level(s) of explicit parentheses matching

Ficure 1 — Sémantique argumentative « S satisfait le principe de reinstatement » et la formule résultante oz .%)s
(les chiffres visent a faciliter la visualisation de 1’appariement des parentheses)

Ainsi, SesaME génere une sous-formule (de o(awn)s)
exprimant que S remplit les deux conditions requises pour
étre une extension stable :

(o]« A=)

a€S bRa aeA bRa

Enfin, ’ensemble @y signifiant que tous les éléments de
S sont dans S et que tous les arguments hors de S ne sont
pas dans S est défini par !

def
D5 = {Praes) | a €S} U {~@es) la € A\ S}

d’ou une formule o(#%)s pour les entensions stables :

[/\ A wwes)] WA (_‘()O(aES) -\ <p(;,es)) A\ @

aeS bRa aeA bRa

1. Puisqu’une condition (sémantique autre que la sémantique stable)
pourrait étre vraie pour un sous-ensemble de S mais pas S, il faut préciser
qu’on spécifie bien tout S (et rien que S).

Au final, le systeme SesaME demande a I’ utilisateur de spé-
cifier une sémantique argumentative (qui n’est pas néces-
sairement déja connue) sous forme d’une combinaison de
principes (notion introduite par [2] dans le domaine) — a
I’exception de A @y qui reste transparent pour 1’ utilisateur.

2 Spécifier une sémantique

L’élément central du processus de spécification d’une sé-
mantique argumentative via SESAME est un arbre de décom-
position selon une certaine grammaire. L’ utilisateur déve-
loppe cet arbre en cliquant sur des boutons dans la fe-
nétre principale, qui affiche les développements possibles
des non-terminaux apparaissant dans 1’arbre partiellement
développé.

De fait, la gamme des sémantiques argumentatives sup-
portées par le systeme SESAME est déterminée par une gram-
maire hors contexte telle que les énoncés primitifs sont,
comme mentionnés plus haut, de la forme « I’argument x
est dans I’ensemble X ». A cet effet, la grammaire dispose



principle

attack quantification

I

principle

quantifier —argument ‘R argument
‘ ‘ ‘ attack quantification principle
/\ a a /’\
/\ argument c set
quantifier —argument R argument ‘ ‘
\ \ \ b
\/ b a

FiGure 2 — Arbre de décomposition « tout argument s’attaquant lui-méme est attaqué par au moins un argument de S »

de terminaux a,b,c,... et A,S,S1,5,,... (Attention, ‘A
désigne I’ensemble des arguments du graphe alors que S
désigne le sous-ensemble candidat au statut d’extension —
par exemple, S est une extension stable si et seulement si
S satisfait ...). La grammaire permet divers types de com-
binaisons, booléennes et aussi par quantification.

Concretement, quand I’utilisateur clique sur le bouton
(principe), apparait un menu déroulant qui indique quelles
chaines peuvent remplacer (principe), a savoir « il est faux
que (principe) » ou « {principe) and (principe) » ou ...

Apres chaque choix effectué par I’utilisateur le systeme
SesaME d’une part met a jour une description (en pseudo
langage naturel) de I’arbre de décomposition et, d’autre
part, affiche (en I&TEX) la version actualisée de la formule
en cours de construction.

Si par exemple 1’utilisateur souhaite définir le principe
que tout argument qui s’attaque lui-méme doit étre attaqué
par au moins un argument de S, il va de facto développer
I’arbre de décomposition de la FIGURE 2.

Cet arbre de décomposition (invisible pour 1’utilisateur)
produit instantanément a 1’écran I’ affichage de la formule

/\ \/ Pbes)

aRa bRa

qui s’obtient via une séquence appropriée de clics sur les
boutons de développement.

3 Aide a Dutilisateur

Naturellement, exprimer une sémantique argumentative
selon les termes de la grammaire peut exiger une bonne
dose d’ingéniosité de la part de 1’utilisateur.

C’est une conséquence directe de I’'idée que les bou-
tons de développement correspondent aux non-terminaux
de la grammaire. Chacun de ces boutons est associé a
un menu déroulant comprenant plusieurs items qui cor-
respondent aux régles développant ledit non-terminal (par
exemple, le menu déroulant pour (argument) affiche la liste
a,b,c,...,x,,z). 1l faut donc dépasser cela de sorte qu’en
exception a cette idée, certaines options dans le menu dé-
roulant ne se limitent pas a ces items mais soient en réa-
lit¢ des macros explicitées dans le but d’aider 1'utilisa-
teur dans son activité de spécification. Par exemple, la
grammaire permet d’exprimer qu’un sous-ensemble des
arguments est maximal pour un principe. Ou similaire-
ment, elle permet d’exprimer que les attaquants d’un cer-
tain argument forment un sous-ensemble de tel autre sous-
ensemble. Il serait exagéré d’exiger qu’un utilisateur usuel
fasse I’effort de déterminer comment exprimer cela a partir
des seules regles de la grammaire. C’est pourquoi le bou-
ton de développement pour le nonterminal (principe) com-
porte des options telles que : « (ensemble) est maximal
pour (principe) », « (ensemble-complexe) est inclus dans
(ensemble-complexe) », ...

Si une spécification contradictoire lui est soumise, le
systeme SEsAME génere une formule insatisfaisable quelle
que soit la valeur des parametres. En revanche, le sys-
teéme n’effectue aucune vérification sémantique : I’utilisa-
teur peut spécifier quelque chose de douteux, e.g., que S
soit une « extension » si et seulement si S contient tout ar-
gument qui s’attaque lui-méme.



4 Conclusion

Le systeme SesaME permet a I'utilisateur d’exprimer des
sémantiques argumentatives, connues ou originales, afin
d’en obtenir une caractérisation sous la forme d’une for-
mule propositionnelle paramétrée qu’il est possible d’ins-
tancier sur tout graphe argumentatif (A, R) et tout S € A
pour tester sa satisfiabilité. Le systeme est téléchargeable a
I’adresse suivante : http://www.irit.fr/SESAME.

Pour le moment, SEsaME permet seulement de spécifier
des sémantiques argumentatives de type extension-based
par opposition au type ranking-based en plein essor actuel-
lement [1, 5], et une suite logique sur laquelle nous com-
mencons déja a réfléchir est d’autoriser la spécification de
sémantiques de ce second type. Par ailleurs, nous avons
aussi le projet de coupler SEsaME a un logiciel permet-
tant de faire I’instanciation de la sémantique par un graphe
argumentatif afin de vérifier via un solveur SAT comme
ToulST [3] si un sous-ensemble S de I’ensemble des argu-
ments est une extension ou non.
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Abstract : We study the parameterized complexity of several positional games. Our main result is that
SHORT GENERALIZED HEX is W[1]-complete parameterized by the number of moves. This solves an
open problem from Downey and Fellows’ influential list of open problems from 1999. Previously, the
problem was thought of as a natural candidate for AW[*]-completeness.

Our main tool is a new fragment of first-order logic where universally quantified variables only occur
in inequalities. We show that model-checking on arbitrary relational structures for a formula in this
fragment is W[1]-complete when parameterized by formula size.

We also consider a general framework where a positional game is represented as a hypergraph and two
players alternately pick vertices. In a Maker-Maker game, the first player to have picked all the vertices
of some hyperedge wins the game. In a Maker-Breaker game, the first player wins if she picks all the
vertices of some hyperedge, and the second player wins otherwise. In an Enforcer-Avoider game, the
first player wins if the second player picks all the vertices of some hyperedge, and the second player
wins otherwise.

SHORT MAKER-MAKER is AW[*]-complete, whereas SHORT MAKER-BREAKER is W[1]-complete and
SHORT ENFORCER-AVOIDER c0-W[1]-complete parameterized by the number of moves. This suggests
a rough parameterized complexity categorization into positional games that are complete for the first
level of the W-hierarchy when the winning configurations only depend on which vertices one player has
been able to pick, but AW[*]-completeness when the winning condition depends on which vertices both
players have picked. However, some positional games where the board and the winning configurations
are highly structured are fixed-parameter tractable. We give another example of such a game, SHORT
k-CONNECT, which is fixed-parameter tractable when parameterized by the number of moves.

Mots-clés : Hex, Maker-Maker games, Maker-Breaker games, Enforcer-Avoider games, parameterized
complexity theory

1 Introduction

In a positional game [12], two players alternately claim unoccupied elements of the board of the game. The
goal of a player is to claim a set of elements that form a winning set, and/or to prevent the other player from
doing so.

T1C-TAC-TOE, its competitive variant played on a 15 x 15 board, GOMOKU, as well as HEX are the most
well-known positional games. When the size of the board is not fixed, the decision problem, whether the
first player has a winning strategy from a given position in the game is PSPACE-complete for many such

* An almost identical version of this paper has been accepted for publication in the proceedings of the ICALP 2017 conference.
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games. The first result was established for GENERALIZED HEX, a variant played on an arbitrary graph [7].
Reisch soon followed up with results for GOMOKU [14] and HEX played on a board [15]. More recently,
PSPACE-completeness was obtained for HAVANNAH [3] and several variants of CONNECT(m, n, k, p,
@) [13], a framework that encompasses TIC-TAC-TOE and GOMOKU.

In a Maker-Maker game, also known as strong positional game, the winner is the first player to claim all
the elements of some winning set. In a Maker-Breaker game, also known as weak positional game, the first
player, Maker, wins by claiming all the elements of a winning set, and the second player, Breaker, wins by
preventing Maker from doing so. In an Enforcer-Avoider game, the first player, Enforcer, wins if the second
player claims all the vertices of a winning set, and the second player, Avoider, wins otherwise.

In this paper, we consider the corresponding short games, of deciding whether the first player has a winning
strategy in £ moves from a given position in the game, and parameterize them by ¢. The parameterized
complexity of short games is known for games such as chess [18], generalized geography [1, 2], and pursuit-
evasion games [19]. For HEX, played on a hexagonal grid, the short game is FPT and for GENERALIZED
HEX, played on an arbitrary graph, the short game is W[1]-hard and in AW[*].

When winning sets are given as arbitrary hyperedges in a hypergraph, we refer to the three game variants
as MAKER-MAKER, MAKER-BREAKER, and ENFORCER-AVOIDER, respectively. MAKER-BREAKER was
first shown PSPACE-complete by [16] under the name Gpos(POS DNF). A simpler proof was later given by
[4] who also showed PSPACE-completeness of MAKER-MAKER. To the best of our knowledge, the classical
complexity of ENFORCER-AVOIDER has not been established yet.

In this paper we will show that the short game for GENERALIZED HEX is W[1]-complete, solving an
open problem stated numerous times [3, 6, 5, 9, 17], we establish that the short game for a generalization of
Tic-Tac-Toe is FPT, and we determine the parameterized complexity of the short games for MAKER-MAKER,
MAKER-BREAKER, and ENFORCER-AVOIDER. One of our main tools is a new fragment of first-order logic
where universally-quantified variables only occur in inequalities and no other relations. After giving some
necessary definitions in the next section, we will state our results precisely, and discuss them. The rest of
the paper is devoted to the proofs of our results, with some parts deferred to the appendix, due to space
constraints.

2 Preliminaries

Finite structures. A vocabulary 7 is a finite set of relation symbols, each having an associated arity. A finite
structure A over 7 consists of a finite set A, called the universe, and for each R in 7 a relation over A of
corresponding arity. An (undirected) graph is a finite structure G = (V, E'), where E is a symmetric binary
relation. A hypergraph is a finite structure G = (V U E, IN), where IN C V X E is the incidence relation
between vertices and edges. Sometimes it is more convenient to denote a hypergraph instead by a tuple
G = (V, E) where F is a set of subsets of V.

First-order logic. We assume a countably infinite set of variables. Atomic formulas over vocabulary 7
are of the form z1 = x2 or R(x1,...,z)) where R € 7 and z1,. ..,z are variables. The class FO of all
first-order formulas over 7 consists of formulas that are constructed from atomic formulas over 7 using
standard Boolean connectives —, A, V as well as quantifiers 3, V followed by a variable. Let ¢ be a first-order
formula. The size of (a reasonable encoding of) ¢ is denoted by ||. The variables of ¢ that are not in the
scope of a quantifier are called free variables. We denote by (.A) the set of all assignments of elements of A
to the free variables of ¢ such that  is satisfied. We call A a model of ¢ if ¢©(A) is not empty. The class 3y
contains all first-order formulas of the form 3z, ..., Jxip where ¢ is a quantifier free first-order formula.

Parameterized complexity. The class FPT contains all parameterized problems that can be decided by
an FPT-algorithm. An FPT-algorithm is an algorithm with running time f(k) - n®(), where f(-) is an
arbitrary computable function that only depends on the parameter k and n is the size of the problem instance.
An FPT-reduction of a parameterized problem II to a parameterized problem IT’ is an FPT-algorithm that
transforms an instance (I, k) of II to an instance (I’, k’) of II’ such that: (i) (I, k) is a yes-instance of 1T if
and only if (I', k") is a yes-instance of IT’, and (ii) k' = g(k), where g(-) is an arbitrary computable function
that only depends on k. Hardness and completeness with respect to parameterized complexity classes is
defined analogously to the concepts from classical complexity theory, using FPT-reductions. The following
parameterized classes will be needed in this paper: FPT C W[1] C AW[*]. Many parameterized complexity
classes can be defined via a version of the following model checking problem.
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Instance: Finite structure A and formula ¢ € ®.
Parameter: |p|.

Problem: Decide whether p(A) # 0.

In particular, the problem MC(3;) is W[1]-complete and the problem MC(FO) is AW[*]-complete (see for
example [8]).

Positional games. Positional games are played by two players on a hypergraph G = (V, E). The vertex set
V indicates the set of available positions, while the each hyperedge e € E denotes a winning configuration.
The two players alternatively claim unclaimed vertices of V' until either all elements are claimed or one
player wins. The notion of winning depends on the game type. In a Maker-Maker game, the first player to
claim all vertices of any hyperedge e € E wins. In a Maker-Breaker game, the first player (Maker) wins if
she claims all vertices of any hyperedge e € E. If the game ends and player 1 has not won, then the second
player (Breaker) wins. In an Enforcer-Avoider game, the first player (Enforcer) wins if the second player
(Avoider) claims all vertices of any hyperedge e € E. If the game ends and player 1 has not won, then the
second player wins. A positional game is called an [-move game, if the game ends either after a player wins
or both players played [ moves. A winning strategy for player 1 is a move for player 1 such that for all moves
of player 2 there exists a move of player 1... such that player 1 wins.

3 Results

We view a positional game as a hypergraph G = (V| E'). Two players alternately claim an unclaimed vertex
from V, and the winning sets are the hyperedges E. Depending on the game, the hyperedges are either
implicitly or explicitly defined. A position in a positional game is an allocation of vertices to the players,
who have already claimed these vertices. The empty position is the position where no vertex is allocated to a
player.

In a Maker-Maker game, the winner is the first player to claim all the vertices of some hyperedge. In
a Maker-Breaker game, the first player, Maker, wins by claiming all the vertices of a hyperedge, and the
second player, Breaker, wins by preventing Maker from doing so. In an Enforcer-Avoider game, the first
player, Enforcer, wins if the second player claims all the vertices of a winning set, and the second player,
Avoider, wins otherwise.

The first game we consider is a Maker-Maker game that generalizes well-known games Ti1C-TAC-TOE,
CONNECT6, and GOMOKU (also known as FIVE IN A Row). In CONNECT(m, n, k, p, ¢), the vertices are
cells of an m x n grid, each set of k aligned cells (horizontally, vertically, or diagonally) is a winning set,
the first move by player 1 is to claim g vertices, and then the players alternate claim p unclaimed vertices at
each turn. TIC-TAC-TOE corresponds to CONNECT(3, 3, 3,1, 1), CONNECT6 to CONNECT(19, 19,6, 2, 1),
and GOMOKU to CONNECT(19,19, 5,1, 1). Variations with different board sizes are also common. In the
SHORT k-CONNECT problem, the input is the set of m - n vertices, an assignment of some of these vertices
to the two players, the integer p, and the parameter ¢. The winning sets are implicitly defined. The question
is whether player 1 has a winning strategy from this position in at most £ moves. We omit ¢ from the problem
definition of SHORT k-CONNECT since we are modeling games that advanced already past the initial moves.
Our first result (proved in Section 4) is that SHORT k-CONNECT is fixed-parameter tractable for parameter /.
(In all our results, the parameter is the number of moves, £.)

Theorem 1 SHORT k-CONNECT is FPT.

The main reason for this tractability is the rather special structure of the winning sets. It helps reducing the
problem to model checking for first-order logic on locally bounded treewidth structures, which is FPT [10].

A similar strategy was recently used to show that SHORT HEX is FPT [3]. The HEX game is played on a
parallelogram board paved by hexagons, each player owns two opposite sides of the parallelogram. Players
alternately claim an unclaimed cell, and the first player to connect their sides with a path of connected
hexagons wins the game. Note that we may view HEX as a Maker-Breaker game: if the second player
manages to disconnect the first players sides, he has created a path connecting his sides. [3] also considered
a well-known generalization to arbitrary graphs. The GENERALIZED HEX game is played on a graph with
two specified vertices s and t. The two players alternately claim an unclaimed vertex of the graph, and player
1 wins if she can connect s and ¢ by vertices claimed by her, and player 2 wins if he can prevent player 1
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from doing so. The SHORT GENERALIZED HEX problem has as input a graph G, two vertices s and ¢ in G,
an allocation of some of the vertices to the players, and an integer ¢. The parameter is ¢, and the question is
whether player 1 has a winning strategy to connect s and ¢ in £ moves.

The SHORT GENERALIZED HEX problem is known to be in AW[*] and was conjectured to be AW[*]-
complete [3, 6, 5,9, 17]. In fact, AW[*] is thought of as the natural home for most short games [6], playing a
similar role in parameterized complexity as PSPACE in classical complexity for games with polynomial
length. However, [3] only managed to show that SHORT GENERALIZED HEX is W[1]-hard, leaving a
complexity gap between W[1] and AW[*]. Our next result is to show that SHORT GENERALIZED HEX is in
WI[1]. Thus, SHORT GENERALIZED HEX is in fact W[1]-complete.

Theorem 2 SHORT GENERALIZED HEX is W[1]-complete.

Our main tool is a new fragment of first-order logic for which model-checking on arbitrary relational
structures is W[1]-complete parameterized by the length of the formula. This fragment, which we call V#-FO,
is the fragment of first-order logic where universally-quantified variables appear only in inequalities.

Theorem 3 MC(V7-FO) is W[1]-complete.

This result is proved by reducing a formula in ¥7-FO to a formula in ;. The V7 -FO logic makes it
convenient to express short games where we can express that player 1 can reach a certain configuration
without being blocked by player 2, no matter what configurations player 2 reaches. This is indeed the case
for GENERALIZED HEX, where we are merely interested in knowing if player 1 can connect s and ¢ without
being blocked by player 2.

More generally, this is the case for SHORT MAKER-BREAKER, where the input is a hypergraph G = (V, E),
a position, and an integer ¢, and the question is whether player 1 has a winning strategy to claim all the
vertices of some hyperedge in ¢ moves.

Theorem 4 SHORT MAKER-BREAKER is W[1]-complete.

The fact that SHORT MAKER-BREAKER is PSPACE-complete and W[1]-complete (and not AW[*]-
complete) may challenge the intuition one has on alternation. Looking at the classical complexity (PSPACE-
completeness), it seems that both players have comparable expressivity and impact over the game. As the
game length is polynomially bounded, if the outcome could be determined by only guessing a sequence
of moves from one player, then the problem would lie in NP. Now from the parameterized complexity
standpoint, SHORT MAKER-BREAKER is equivalent under FPT reductions to guessing the k vertices of a
clique (as in the seminal W[1]-complete k-CLIQUE problem); no alternation there. Those considerations
may explain why it was difficult to believe that GENERALIZED HEX is not AW[*]-complete as conjectured
repeatedly [17, 5, 6].

This is also in contrast to SHORT MAKER-MAKER, where the input is a hypergraph G = (V, E), a
position, and an integer ¢, and the question is whether player 1 has a strategy to be the first player claiming
all the vertices of some hyperedge in £ moves.

Theorem 5 SHORT MAKER-MAKER is AW[*]-complete.

For the remaining type of positional games, the SHORT ENFORCER-AVOIDER problem has as input a
hypergraph G = (V, E), a position, and an integer ¢, and the question is whether player 1 has a strategy to
claim £ vertices that forces player 2 to complete a hyperedge. Again, player 1 can only block some moves of
player 2, and the winning condition for player 1 can be expressed in V#-FO.

Theorem 6 SHORT ENFORCER-AVOIDER is co-W[1]-complete.

Our results suggest that a structured board may suggest that a positional game is FPT, but otherwise, the
complexity depends on how the winning condition for player 1 can be expressed. If it only depends on
what positions player 1 has reached, our results suggest that the problem is W[1]-complete, but when the
winning condition for player 1 also depends on the position player 2 has reached, the game is probably
AW[*]-complete.



4 SHORT k-CONNECT is FPT

Graph G represents an m X n board in the following sense. Every board cell is represented by a vertex.
Horizontal, vertical and diagonal neighbouring cells are connected via an edge. Vertex sets V; and Vs
represent the vertices already occupied by Player 1 and Player 2. While integer p, the number of stones to be
placed during a move, is part of the input, we restrict it to values below constant k as games with p > k are
trivial.

SHORT k-CONNECT
Instance: A graph G = (V, E) representing an m X n board, occupied vertices V1, Vo C V, and
integer p and [.
Parameter: .
Problem: Decide whether Player 1 has a winning strategy with at most / moves.

Theorem 1 SHORT k-CONNECT is FPT.

Proof. We reduce SHORT k-CONNECT to first-order model checking MC(FO) on a bounded local
treewidth structure. Using a result by Frick and Grohe [10], it follows that SHORT k£-CONNECT is FPT. Let
(G, V1, Va,p, 1) be an instance of SHORT k-CONNECT, where G = (V, E). We construct instance (A, ) of
MC(FO) as follows. Let EDGE be a binary relation symbol and let VI and V2 be unary relation symbols.
Then A is the { EDGE, V1, V2}-structure (V, EDGE™, V14, V2A) with EDGEA = E, Vi =V,
and V24 := V,. FO-formula ¢ is defined as p = Jz}3z3 ... JabVyl ... VyP3zd .. FohVyd .. 320 Fus ug .. FupVor Yoy .. Ve

1
Y= \/ [legalP]i(w%,.‘.7;17’1’,3/}7..‘,:0{’)/\ (—\legalPQi(xL‘..,xiy%,...@{’)\/

=0
k—2
(conﬁgP]i(ac%7 cosal ) A /\ aligned (w;, wj41, Ujt2)A
j=1
k—2
(ﬂconﬁgp»?i(y%a Y UL k) Y T /\ aligned(vpUj+17vj+2)>))}
j=1

path(u,v,w) = EDGE(u,v) AN EDGE (v, w),
hor_vert(u, v, w) = 3xTy path(u, v, w) A path(u, z,w) A path(u,y, w) A path(x,v,y)A

Vz{(z £oANz# TNz ;éy) — ﬂpath(mz,w)],
diag(u, v, w) = path(u, v, w) AV [% #v = -wpath(u,z, w)},

aligned (u,v,w) = hor_vert(u,v,w) V diag(u, v, w).

Variables ri represent the jth stone in Player 1’s ith move and variables yf represent the jth stone in Player
2’s ith move. The sequences uy . .. uy and vy . .. v represent possible winning configurations for Player
1 and Player 2. The overall structure of 1 is the following. The first disjunction ranging from ¢ = 0 to
1 = l represents the number of moves Player 1 needs to win the game. We then ensure that the = variables
represent legal moves by Player 1. Further, either variables y do not represent legal moves by Player 2,
or Player 1 achieved a winning configuration. For the latter, we assure that variables u represent aligned
vertices occupied by Player 1. Finally, we check that Player 2 did not achieve a winning configuration before,
that is vertices v do not represent aligned vertices occupied by Player 2.

Formula path(u, v, w) expresses that there is a path of length 2 between vertices u and w via v. Formula
hor_vert(u, v, w) expresses that vertices u, v, and w are aligned horizontally or vertically in this order. A
case analysis shows that u, v and w are horizontally or vertically aligned if and only if there are exactly
three nodes at distance 1 of u and w, and that v is in the middle of the other two. Formula diag(u, v, w)
expresses that vertices u, v, and w are diagonally aligned in this order. This is the case if there exists no other
length 2 path between v and w. Formula aligned(u, v, w) expresses that vertices u, v, and w are aligned (in
that order). Formula legalP1, (see Appendix A) ensures that variables z represent legal moves of Player
1, that is vertices not contained in V; or V5 or previously played vertices. Analogously, legalP2; ensures
that variables 3 represent legal moves of Player 2. Formula, configP1,; (see Appendix A) expresses that
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variables u1, . .., u; form a valid configuration of exactly k vertices out of the set of V; or vertices played
by Player 1. Analogously, configP2; states that variables vy, . .., v, form a valid configuration of exactly k
vertices out of the set of V5 or vertices played by Player 2. The size of ¢ is polynomial in [, k, and p. Since
k is a constant and p is bounded by k, we have an FO formula polynomial in our parameter [. Graph G
represents a grid with diagonals. Hence, G has maximum degree 8 and therefore bounded local treewidth. It
follows from Frick and Grohe [10] that Short Connect is FPT. O

5 MC(V7-FO) is wii-complete

The class V7 -FO contains all first-order formulas of the form Q1 z1 Qo22Q3x3 . . . Qrarip, with Q; € {V, 3}
and ¢ being a quantifier free first-order formula such that every V-quantified variable x; only occurs in
inequalities, that is in relations of the form x; # x; for some variable ;.

Theorem 3 MC(V#-FO) is W[1]-complete.

Proof. Hardness: Every ¥ formula is contained in the class V7 -FO. Hence, W[1]-hardness follows from
WI[1]-completeness of MC(31).

Membership: By reduction to MC(X;). Let (A, ) be an instance of MC(¥#-FO). If ¢ con-
tains only existential quantifiers then (A, ¢) is already an instance of MC(X;). Hence, let ¢ =
Q1z1Q2xs ... Qi1 1V, w1 3wiyo .. Japy with Q; € {V,3} for 1 < j < i, ¢ is in negation
normal form and || = . That is, ; is the rightmost of the universal quantified variables. In order to reduce
(A, ) to an instance of MC(31), we need a way to remove all universal quantifications. We will show how
to eliminate the universal quantification of z;. This technique can then be used to iteratively eliminate all the

universal quantifiers. Let ¢1 (21, ..., z;_1) be the subformula ¢ (21, ..., 2;—1) = Vo;Ix,11 ... Japh. We
will show that we can replace ¢1 (1, ..., %;—1) by
21,5 Tic1) =IYiWiv1 - - Yk (w[yi/xivyi+l/$i+1a o Yk TE]A (D
N\ 3o Bl Syl i v i, YL A 2)
j=1
N Tl il aa vl S v /Tie, yi./wk}). 3)
j=it1

This reduction is an FPT-reduction, since the size of formula ¢ is a function of the size of for-
mula 7. Let c¢1,...,c;—1 be arbitrary but fixed elements of the universe A of A. We will show
that @1(1‘1, . 71:1'—1) = @Q(Ih . ,IEQ) by pI'OViIlg (a) Lpl(Cl, ceny Ci—l) — QpQ(Ch ceny Ci—l) and (b)
wa(c1y ... cim1) = pi(er,. .., ci—1). For (a) assume that @1 (c1, . . ., ¢;—1) is true. This means, p1[c;/x;]
is true for all ¢; € A, that is for all ¢; € A there exists an assignment to x;41, ..., ) such that ¢ is true.
Part (1) of pa(cy, ..., c;—1) asks for some ¢; € A such that there exists an assignment to ;1 1, . . ., z) such
that 1) is true. Part (2) asks for the existence of an assignment to x;11, . .., such that ¢ is true for each
of the cases where z; is one of the elements cy, ..., c;—1. Part (3) asks for the existence of an assignment
to @41, ..., xk such that ¢ is true for each of the cases where z; is one of the elements that are assigned
to T;11, ..., ok in the model of Part (1). All these are special cases of the universal quantification over x;,
hence o (cq,...,ci—1) is true.

For direction (b) assume towards a contradiction that ¢1 (cy, . .., ¢;—1) is false and that po(c1, ..., ¢i—1)
is true. Since ¢ is false, there exists ¢; € A such that ¢ [c;/x;] is false. We perform a case distinction
on the value ¢;. First let ¢; = ¢; for 1 < j < 7. Then let ¢;41,...,c; be the assignments to variables
y{H, . 7yi in the model of ¢,. The jth conjunct of Part (3) of 5 states that ) holds for x; = x; using
the assignment c;y1,...,c,. Hence, assigning c;y1,...,ck to variables z;11,...,2 in (1 is a model
for ¢1[c; /x;], which contradicts our assumption. As the next case, let ¢; 11, ..., ¢, be the assignment to
variables y; 41, ...,y in the model of ¢y and let ¢; = ¢; fori < j < k. Let c;H, ..., C}, be the assignments
to variables yf IRTEES ,yi in the model of 5. The jth conjunct of Part (2) of ¢, states that ¢ holds for
x; = xj = c¢; using the assignment ¢j_,, ..., c;. Hence, assigning ¢; |, ..., ), to variables x; 1, ..., T
in 7 is a model for ¢1[c; /x;], which contradicts our assumption. For the last case, let ¢; be one of the
remaining values. Let [4, ..., [, be all the literals in v that contain x;. All of them are inequalities of the



form x; # x; for j # i. Let ¢} be the assignment to y; in the model of @q. Let I}, ..., 17, be the literals
inYyi /i Yir1/Tiv1, - - -, Y /xk] in Part (1) of o that correspond to Iy, . . ., I,,. We have no knowledge
about the truth value of these literals l; with 1 < j < m, but all of the literals /; in 1) evaluate to true when
assigning ¢;41, . . ., ¢ to the variables x;,1, ..., 2. Since ¢ is in negation normal form and the literals
l1, ...,y never occur in unnegated form, that is as equalities, changing the truth value of these literal from
false to true will never result in changing the truth value of the whole formula from true to false. But since ¢;
together with ¢; 41, ..., ¢ is a model of Part (1) of 9, it holds that for all values of ¢, that we consider in
this case, that ¢ [¢;/2;] is true, which contradicts our assumption. This completes the case distinction and
we have p1(21,...,2,-1) = a(21,...,22). O

6 SHORT GENERALIZED HEX is wi1l-complete

SHORT GENERALIZED HEX
Instance: Graph G = (V, E), vertices s,t € V, vertex sets V1, Vo C V with V1 NV, = (), and
integer (.
Parameter: .
Problem: Decide whether Player 1 has a winning strategy with at most [ moves in the generalized
Hex game (G, s,t, V1, Va).

A generalized Hex game (G, s,t, V7, V2) is a positional game (V’, E’), where the positions V/ and the
winning configurations E’ are defined as follows. Set V'’ contains all vertices of G, thatis V' = V. Set
E’ contains a set of vertices {v1,...,vx} if and only if {v1,... v} U {s,¢} form an s — ¢ path in G.
Additionally, vertices in V; and V; are already claimed by player 1 and player 2, respectively. Since the set
of winning configurations of SHORT GENERALIZED HEX is only defined implicitly, the input size of SHORT
GENERALIZED HEX can be exponential smaller than the number of winning configurations.

Theorem 2 SHORT GENERALIZED HEX is W[1]-complete.

Proof. Hardness is already known [3]. For membership, we reduce SHORT GENERALIZED HEX to
MC(V#-FO). Let (G, s,t, Vi, Va,1) be an instance of SHORT GENERALIZED HEX, where G = (V, E).
Claimed vertices V7 and V5 can be preprocessed: (i) every v € V; and its incident edges are removed from
G and the neighbourhood of v is turned into a clique; (ii) every v € V5 and its incident edges are removed
from G. Hence, w.l.o.g. we assume that V; = V, = (). We construct an instance (A, ¢) of MC(V#-FO)
as follows. Let EDGE be a binary relation symbol and let .S and 7" be unary relation symbols. Then A is
the { EDGE, S, T}-structure (V, EDGE*, SA, TA) with EDGE* .= E, S4 := {s}, and T4 := {t}. The
v#-FO-formula @ is defined as ¢ = i!sEh;EerylHrgVyg Ny —13x;32z1 325 .. A2, with
b = S(s) AT(t) A (EDGE stiv\/ \/ (EDGE(S #1) A EDGE(z;, t)A

1=17=1

path,; (ml, e Ty 21, 2) AN diff (T, ,y,»,bxi))),

7j—1 7 )
path; ;(T1,. .., @i 21, .., 2 /\ EDGE (zp, 2h+1) /\ \/ Zh = Tk,
h=1 h=1k=1
diffi(x1, 1, wio, i w) = [\ @ #EakA /\ Yj # Tk-
1< <k<i 1<j<k<i

The intuition of ¢ is the following. The variables x;, y;, and z; represent the moves of Short, the moves of
Cut, and the ordered (s, t)-path induced by Short’s moves, respectively. The variables s and ¢ represent the
vertices of the same name. Formula ¢ expresses that there is either a direct edge between s and ¢ or a s-t
path of length j was played. The main disjunctions (\/) ensure that we consider wins that take up to [ moves,
and build s-¢ path of length up to /. Subformula path, ; will be true if and only if the z variables form a path
using only values of the selected values for the = variables. Subformula diff ; ensures that all  variables are
pairwise distinct and they are distinct from all y variables with smaller index.

We have || = O(I*), so this is indeed an FPT-reduction and W[1]-membership follows. d
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7 SHORT MAKER-BREAKER is wii]-complete

SHORT MAKER-BREAKER
Instance: Hypergraph G = (V, E), vertex sets V1, Vo C V with V3 NV, = (), and integer [.
Parameter: 1.
Problem: Decide whether Player 1 has a winning strategy with at most [ if vertices V; and V»
are already claimed by Player 1 and Player 2, respectively.

Theorem 4 SHORT MAKER-BREAKER is W[1]-complete.

Proof. For membership, we reduce SHORT MAKER-BREAKER to MC(V7-FO). Let (G, Vy, Va, ) be an
instance of SHORT MAKER-BREAKER, where G = (V, E) is a hypergraph. Claimed vertices V7 and V;
can be preprocessed: (i) every v € Vj is removed from V' and every hyperedge e € FE; (ii) every v € V5 is
removed from V' and every hyperedge e € E with v € e is removed from E. Hence, w.l.0.g. we assume
that V; = Vo = (). We construct an instance (A, ) of MC(V#-FO) as follows. Let IN and SIZE be
binary relation symbols. Then A is the {IN, SIZE }-structure (V U E U {1,...,|V|}, INA, SIZE*) with
INA = {(z,e) |z € V,e€ E,z € e} and SIZE" := {(e,i) | e € E, |e| = i}. Hence, the universe of A
consists of the vertices of (7, an element for each hyperedge, and an element for some bounded number of
integers. The V7 -FO-formula ¢ is defined as ¢ = 31 Vy; ... Vy,_132;3eI2 32y . .. Tz, with

o j
v="\ (diﬁi(x17y17-..,mi)/\SIZE(e,j)A/\ Voa=ann N\ Zk#zh/\/\IN(Zme)).
k=1

1< <<l k=1h=1 1<k<h<j

The subformula diff ;(z1,y1, . - ., «;) refers to the subformula with same name used in the proof of Theorem 2.
That is, it ensures that all x variables are pairwise distinct and that they are distinct from all y variables
with smaller index. The intuition of ¢ is the following. The variables x; and y; represent the moves of
Maker and the moves of Breaker, respectively. The variables z; represent the vertices forming the winning
configuration of Maker and e represents the hyperedge of this winning configuration. The first disjunction
ensures that we consider wins that take up to [ moves. The second disjunction ensures that we consider
winning configurations that consist of up to ¢ vertices. After checking that e has the correct size (SIZE (e, 7)),
we encode that the values of the z variables are contained in the hyperedge represented by e and that these
variables are pairwise disjoint and selected among the moves of Maker (the z variables).

We have || = O(I*), so this is indeed an FPT-reduction and W[1]-membership follows.

For hardness, we reduce k-MULTICOLORED CLIQUE to SHORT MAKER-BREAKER. The reduction is
essentially the same as the reduction used for showing W[1]-hardness of GENERALIZED HEX [3]. The
crucial observation is that the construction of [3] contains only a polynomial number of possible s — ¢ paths.
Hence, we can encode every such s — t-path as a unique hyperedge denoting a winning configuration in
SHORT MAKER-BREAKER. O

8 SHORT MAKER-MAKER is awpl-complete

SHORT MAKER-MAKER
Instance: Hypergraph G = (V, E), vertex sets Vy, Vo C V with V; N V5 = ), and integer [.
Parameter: 1.
Problem: Decide whether Player 1 has a winning strategy with at most [ if vertices V1 and V,
are already claimed by Player 1 and Player 2.

Theorem S SHORT MAKER-MAKER is AW[*]-complete.

Proof. For membership, we reduce SHORT MAKER-MAKER to MC(FO). Let (G, V1, V5, 1) be an instance
of SHORT MAKER-MAKER, where G = (V, E) is a hypergraph. We construct an instance (A, ¢) of MC(FO)
as follows. Let V1, V2, and EDGE be unary relation symbols. Let /N be a binary relation symbol. Then .A
is the { V1, V2, EDGE, IN }-structure (V U E, V14, V24 EDGEA, IN*) with VI*4 = {z | z € W1},
VoA = {z |z € Vo}, EDGE" = {e | e € E}, and IN* := {(x,e) | z € V,e € E,x € e}. Hence,
the universe of A consists of the vertices and the hyperedges of G. The FO-formula ¢ is defined as
@ = dx1Vyp ... Yy —13z0), with



l

Y= \/ legalP1,(x1,y1,...,21) A (ﬂlegalP,Qi,l(xl,yl, LTV
=0

(winPIi(:rhyh coox) A ﬁwinPQl (@1, 91, .- ,:rl))>.

winP1;(z1,y1,...,21) = 3V2EDGE(e) A (~IN(z,e) V V1(z \/ z =),

winP2i(z1,y1,. .., 11) = INV2EDGE(e) A (—JN(z &)V V2(2) v \/ 2= y])

Variable x; represent Player 1’s jth move and variable y; represent Player 2’s jth move. The first disjunction
represents the number of moves ¢ that Player 1 needs to win the game. Formula legalP1; (see Appendix B)
ensures that variables (x;)1<;<; represent legal moves of Player 1, that is vertices not contained in V; or
V5 or previously played vertices. Analogously, legalP2; ensures that variables (y;)1<;<; represent legal
moves of Player 2. Formula winP1; ensures that Player 1 has won within the ¢ first moves, that is, it has
completed a hyperedge with V; and variables up to z;. Analogously, winP2; ensures that Player 2 has won
within the i first moves. We have |¢| = O(I3) and | A| = O(|G/*), so this is indeed an FPT-reduction and
AW[*]-membership follows.

For hardness, we reduce from the AW[*]-complete problem SHORT GENERALIZED GEOGRAPHY on
bipartite graphs. The reduction is deferred to the appendix. O

9 SHORT ENFORCER-AVOIDER is co-w[i]-complete

SHORT ENFORCER-AVOIDER
Instance: Hypergraph G = (V, E), vertex sets Vy, Vo C V with V) N V5 = ), and integer [.
Parameter: 1.
Problem: Decide whether Player 1 has a winning strategy with at most [ moves if vertices V
and Vj; are already claimed by Player 1 and Player 2, respectively.

Theorem 6 SHORT ENFORCER-AVOIDER is co-W[1]-complete.

Proof. We show that the co-problem of SHORT ENFORCER-AVOIDER is W[1]-complete. The co-problem
of SHORT ENFORCER-AVOIDER is to decide whether for all strategies of Enforcer, there exists a strategy
of Avoider such that during the first [ moves, Avoider does not claim a hyperedge. Again, vertices V; and
V5 are already claimed by Enforcer and Avoider, respectively. We prove W[1]-hardness by a parameterized
reduction from INDEPENDENT SET and W[1]-membership by reduction to MC(V#-FO).

In the W[1]-complete INDEPENDENT SET problem [5], the input is a graph G = (V, E)) and an integer
parameter k, and the question is whether G has an independent set of size k, i.e., a set of k pairwise
non-adjacent vertices. We construct a positional game G’ = (V’, E') by replacing each vertex of G by a
clique of size k + 1. The vertex set V' has vertices v(1), . (k +1) for each vertex v € V, and hyperedges
E = {{v(i),v(y)}: veVand1<z<j<k+1}U{{u (@) ruwwe Fand1 <i,j <k+1}. We
claim that G has an independent set of size k if and only if AVOlder does not claim a hyperedge in the first
k moves in the positional game G’ starting from the empty position, that is V; = V5 = . For the forward
direction, suppose I = {v1,..., v} is an independent set of G of size k. Then, a winning strategy for
Avoider is to claim an unclaimed vertex from {v;(1),...,v;(k+ 1)} atround i € {1,...,k}. We note that
Enforcer cannot claim all the vertices from {v;(1),...,v;(k + 1)}, since there are not enough moves to do
so, and Avoider does not complete a hyperedge with this strategy. On the other hand, suppose Avoider has a
winning strategy in k& moves. For an arbitrary play by Enforcer, let {vy(é1), ..., vi(ix)} denote the vertices
claimed by Player 1. Then, v; # v; and v;v; ¢ E forany 1 <14 < j < k, since Player 1 would otherwise
claim all the vertices of a hyperedge. Therefore, {vy,...,v;} is an independent set of G of size k.

For membership, we reduce to MC(V7-FO). Let (G, Vi, V5, 1) be an instance of the co-problem of SHORT
ENFORCER-AVOIDER where G = (V, E) is a hypergraph. First we do some preprocessing. We remove
all vertices from G that are contained in V5, that is the vertices already claimed by Avoider. If this results
in an empty hyperedge, the instance is a no instance. Otherwise, we remove all hyperedges that contain
a vertex in V7, that is the vertices already claimed by Enforcer, since Avoider will never lose via these
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edges anymore. Finally, we remove all vertices from G that are contained in V;. Let G = (V, E) now
refer to the outcome of this preprocessing. By construction all vertices of (G are unoccupied and some
vertices might not be contained in any hyperedge. If G contains less than 2/ vertices we can solve the
problem via brute force in FPT time. Hence, in what follows we assume that there are at least 2/ unoccupied
vertices in G. We construct an instance (A, ) of MC(V7-FO) as follows. Let EDGE; be a i-ary relation
symbol for 1 < i < I. Then A is the {EDGEy, ..., EDGE,}-structure (V, EDGE;*, ..., EDGE;*) with
EDGE* = {(v1,...,v) | e € E,|e| =i,e = {v1,...,vu}}, thatis EDGE;* contains all hyperedges of
cardinality 4. The V7 -FO-formula ¢ is defined as

© = Vy13x1VyoIzg . .. Jay diff [ (y1, 21, ..., 2) A /\ /\ —EDGE;(z1,-..,2),
1<i<i{z1,...,2; } C{z1,...,z1 }

where diff ; (y1, 21, .. %) = Nicjor<i T # T A Ni<jcn<i Yi # Tk

Subformula diff ;(y1,x1, ..., z;) ensures that all z variables are pairwise distinct and they are distinct
from all y variables with index less or equal theirs. The intuition of ¢ is the following. The variables z; and
y; represent the moves of Avoider and the moves of Enforcer, respectively. Avoider wins if the x variables
do not cover a whole hyperedge after [ moves. We only have to check hyperedges of size up to [. Hence,
for each cardinality ¢ < [, we check for all subsets z1,. .., 2; of the x variables that they do not form a
hyperedge. Formula ¢ does not pose any restrictions on the y variables, that is we do not force Enforcer to
pick unoccupied vertices. We call a move by Enforcer that picks an already occupied vertex cheating. To
prove correctness, we need to show that whenever Enforcer has a winning strategy o that involves cheating,
Enforcer also has a winning strategy o’; without cheating. We construct o/ as follows. We follow strategy
op while o does not perform a cheating move. If the next move would be a cheating move, we play a
random unoccupied vertex instead and keep track of this vertex in a new set V,.. The next time we need to
select a move, we construct a board state s by removing all vertices in V,. from the picks of Enforcer and
query strategy o on this state s. If the answer is an unoccupied vertex, we perform this move normally.
If instead the answer is a previously played vertex (which might be in V,.), we play a random unoccupied
vertex instead and add it to V.. Since op was a winning strategy, so is o;. Hence, formula ¢ does not
need to check if the y variables correspond to unoccupied vertices. The construction can be done by an FPT
algorithm since for each hyperedge e € E of cardinality i, we create i! < [! entries in the EDGE; relation.
We have || = O(1'), so this is indeed an FPT reduction and W[1]-membership follows. d

10 Conclusion

We have seen that the parameterized complexity of short positional games depends crucially on whether
both players compete for achieving winning sets, or whether the game can be seen as one player aiming to
achieve a winning set and the other player merely blocking the moves of the first player. Naturally, blocking
moves correspond to inequalities in first-order logic, and our V7 -FO fragment of first-order logic therefore
captures that the universal player can only block moves of the existential player. Our W[1]-completeness
of MC(V#-FO) has been used several times in this paper, but our transformation of V#-FO formulas into
3}; formulas may have other uses. As a concrete example related to positional games, [3] established that
SHORT HEX is FPT by expressing the problem as a FO formula, and making use of Frick and Grohe’s
meta-theorem [10], similarly as we did in Section 4. This establishes that the problem is FPT but the running
time is non-elementary in /. However, we remark that their FO formula is actually a V7 -FO formula of size
polynomial in /. Our transformation gives an equivalent ¥; formula whose length is single-exponential in [,
and the meta-theorem of [11] then gives a running time for solving SHORT HEX that is triply-exponential in
l.
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A Subformulas for Theorem 1

i =1t
legalP1,;(z1,..., 2%, yt,..., o)) = /\ /’\ [ﬂVI( VA= V2(x /\ /\ £ A

j=1t=1 r=1

t—1 -1 ¢

NG /\ A2 ).

g=1 r=1g=1
i—1 p j—1 t

legalP2,(z1,..., 2%, yl,...,2}) = /\ [ﬂVI(y§)/\—|V2(yj)/\ /\(yj-;éyf)/\

j=1t=1 r=1qg=1

t—1 J—1 t

NGRS N\ W # w?)]

q=1 r=1q=1
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j=1 r=1qg=1 r=1
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B Subformulas for Theorem 5

legalP1 (1,11, ..., 21) /\ {ﬁVJ(xj)AﬁVQ(xj)} A /\ [:cj #xk/\yj;éxk},

1<j<i 1<j<k<i
legalP2,(z1,y1,....w) = |\ {ﬁVJ () A _‘V*?(yj)} NN i FEuw N N e
1<5<i 1<j<k<i 1<j<k<i

C awpj-hardness of SHORT MAKER-MAKER

Reduction from the AW[*]-complete problem SHORT GENERALIZED GEOGRAPHY on bipartite graphs.
From an instance B = (X WY, F,vg), k of SHORT GENERALIZED GEOGRAPHY, with vy € X, we build a
hypergraph G = (V, E), [ of size polynomial in | B| which will be an equivalent SHORT MAKER-MAKER
instance.

In our reduction, the hypergraph G mainly involves two distinguished vertices 3,V € V and gadgets
corresponding to vertices and edges of B. In the initial setup, the vertex 3 is assumed to have already been
claimed by Player 1 and the vertex V to have already been claimed by Player 2. Our construction ensures
that all the hyperedges of F contain exactly one vertex in {3, V}. We thus partition the hyperedges between
the ones that can make Player 1 win and the ones that can make Player 2 win.

Formally, G is defined as indicated in Equations (4) and (5). It uses gadgets detailed in the rest of this
section. The parameter is linearly preserved from the input parameter: [ = 9(k + 1) + 6.

V={3,v}u |J Vwu | Vwuv{3HuvP |} 4)
ueX uey
E={{V,a"}}u |J E*(w)u | J E"(u) UDI({3}) UD]({V}) (5)
ueX uey

C.1 Terminology

A useless 3-threat for Player 1 is a 3-threat that can be defended, and for which after the 3-threat and its
defense, Player 1 has not achieved anything. Formally, the threat and its defense are two vertices which,
once played, do not appear in any other hyperedges that could make one player or their opponent win. Note
that those threats can be disregarded for Player 1 but not for Player 2. Indeed, Player 2 could use a series of
useless 3-threats to win by delaying the game.

A losing 3-threat for a player is a 3-threat that can be met with a counter-attack winning in a constant
number of moves; more precisely in at most 6 moves.

A living 3-threat is a non losing 3-threat; if it is for Player 1, it should in addition be non useless.

C.2 Delay gadget

As a building block of the forthcoming existential and universal gadgets, we introduce the following delay
gadgets where 7 € {3,V}. If 7 = 3 (resp. 7 = V), we say that the delay gadget belongs to Player 1 (resp. to
Player 2).

Di(S) = {Su {727}, SU {725}, SU{7,a5}} (©6)
SU{7‘T17 }SU{7$§yf}SU{7$37 e

= Jsu{nal = su{? ﬂﬁuyz}SU{ zz,yz}SU{ 1?372/2} @
1,j€[3] SU{ '117 }SU{? 12,y3}SU{7 ‘L37 }

DZ(S) = U {SU{?a$g>yha i }} (8)

g,h,i,5€[3]



VlD(S) = {a}, 25,25} ©9)

S U {rz 7?15} = {I§7m§»$357yisvy257y§} (10)
i€[3]

= J{af f 2008 (1)
i€[3]

The elements z7, v, 27, and t¥ (with i € [3]) will only appear in the corresponding delay gadgets. For any

set S, we will 1ntr0duce at most one set among DY (S), D(S), D3(S), D3(S), Dj(S), and DF(S). This
implies that existing 7 and y (with i € [3]) are well-defined.

Lemma 1

Letd € {1,2,4} and S C V be a set of vertices such that D3 (S) C E (resp. DY (S) C E). If all vertices
of S have been claimed by Player 1 (resp. Player 2), and if no more than one vertex of V{” (S) has been
claimed by the opponent, then she (resp. he) has an unstoppable §-threat.

Proof. The two statements have identical proofs by switching Player 1 and Player 2. We therefore only give
a proof for a delay gadget D?(S ). Assume that Player 1 has played all the vertices of S. Without loss of
generality, assume that the vertex claimed by the opponent, if any, is 7. Recall that we assume that 3 has
already been claimed by Player 1 and V has been claimed by Player 2.

For § = 1, Player 1 has at least two 1-threats, playing in x5 or x§ , and Player 2 cannot block them both.
Thus, if Player 2 claims zf (with i € [3]), she claims = with j #ie3 ] 3] and wins.

For & = 2, Player 1 has several 2-threats. If Player 2 clalms x (resp. y; ) for some i € [3], Player 1 claims
:t (resp. y; 2 for some j # i € {2, 3} and obtains an unstoppable 1-threat.

For 0 = 4, the reasoning is similar and omitted. O

Corollary 1 Let § € {1,2,4} and S C V be a set of vertices such that D3(S) C E (resp. DY(S) C E). If
Player 1 (resp. Player 2) claims all vertices in S and no more than one vertex of V(;D (S) has been claimed
by the opponent, then if it is that player’s turn, they can force a win in § moves unless the opponent has a
& — 1-threat. If it is the opponent’s turn, then Player I (resp. Player 2) can force a win in § moves unless the
opponent has a d-threat.

C.3 Existential vertex gadget

For each vertex v € X in the existential partition of the SHORT GENERALIZED GEOGRAPHY instance, we
introduce in G the following hyperedges:

B3(u) = D3({a"b"}) U DY({b",e"}) U DY({1","})
U U DRdaterazy

vEN (u)
U DY({b",dy,e"}) U DT ({cy, e, f*})

U DI ({dy, f*,9"}) U DI ({cy. 9", 1Y)
UDV({dzm UL})UD2({ Ly U})

In terms of vertices of G introduced by the gadget, each vertex u € X gives rise to a set V3 (u) that contains
all the vertices needed by the delay sub-gadgets along with {a",b", ", f*, g, h*} UU, e y(uy Lci> di, i }-

Lemma 2

Consider the gadget for an existential vertex u € X such that no element of V3(u) \ {a®} has been claimed
yet. Assume that a" has been played by Player 1 and that it is Player 2’s turn. If Player 2 has no non-losing
3-threats in the whole board, then for each v € N(u) such that a¥ has not been claimed yet, Player 1 has a
strategy o= (u, v) that ensures either that Player 2 plays a¥ after no more than 8 moves all of which belonging
to V3(u) and that there are no non-losing 3-threats left for Player 2 in the gadget or that Player 1 wins in no
more than 14 moves.
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Proof. We exhibit the strategy for Player 1 and show that Player 2’s answers are forced to prevent Player
1 from winning. By assumption Player 2 has no non-losing 3-threats anywhere else on the board and no
vertices claimed in V3 (u), so unless Player 2 play b%, Player 1 wins in 6 moves by claiming b* herself via
Corollary 1 applied to D3 ({a®, b*}). Although Player 2 has now sets of 3-threats which involve e* and g%,
he does not have any 2-threats. Player 1 plays c;; which forces Player 2 to claim d;! by Corollary 1 applied
to D7 ({a®, c,d*}). Player 1 plays e* which forces Player 2 to claim f*. Player 1 plays g* which forces
Player 2 to claim h". Player 1 plays i}. At this point, 8 moves have been played, Player 2 has no 3-threats
left in the gadget, so Player 2 is forced to play a" lest Player 1 plays a” and wins in a total of 14 moves by
Corollary 1 applied to D3 ({i¥, a”}).

Since Player 1 has claimed e“, g“, and ¢}, the only local hyperedges remaining for Player 2 are
DY ({d%,i%}) for w # v, and none of them feature a 3-threat. O

Lemma 3

Consider the gadget for an existential vertex u € X such that no element of V3(u) \ {a*} has been claimed
yet. Assume that for any vertex v € Y, a¥ has not been claimed by Player 1. Assume that a" has been
played by Player 1 and that it is Player 2’s turn. If Player 1 has no living 3-threats elsewhere on the board,
then Player 2 has a strategy o (u) that ensures either 1) that after no less than 8 moves, all of which either
belong to V3 (u) or are not in any live existential hyperedge, Player 2 plays a” for some v and there are no
living 3-threats left for Player 1, or it is Player 2’s turn and there is no living 3-threat for Player 1; or 2) that
Player 2 wins.

Proof. We exhibit a local strategy for Player 2, any move by Player 1 in a non-living 3-threat elsewhere
on the board is responded to accordingly. Player 2 plays b* creating sets of 3-threats in D3 ({b%, ¢*}) and
DY ({b*, g*}). Playing either of e* and g* is losing for Player 1 because Player 2 can play in the other vertex.
Therefore, Player 1 needs to play in a 3-threat to avoid losing. Notwithstanding the non-living 3-threats, the
only 3-threats for Player 1 can be found in the gadgets D7 ({a*, c%,d"}) for v € N (u).

As long as Player 1 plays in d}}, for some w, Player 2 replies in the corresponding cj, voiding the threat.
As soon as Player 1 plays a move other than d* in D ({a*, c%, d"}) for some v, Player 2 can answer d*,
voiding the threat, and play proceeds as follows. Player 1 has no 2-threats and so replying e* is forced to
avoid losing via Corollary 1 applied to DY ({b%, d¥,e*}). Player 2 plays f* which forces Player 1 to claim
g*. Player 2 plays h" threatening to play ¢;:. Therefore, Player 1 needs to either play in 3-threats via the
gadgets D7 ({a", ct,d"}) for some w € N (u) such that d* has not been claimed yet, or Player 1 has to
play in ¢ herself. As long as Player 1 plays in d} for some w, Player 2 replies in the corresponding c{,
voiding the threat.

Eventually, Player 1 has to play in ¢;;. If a” has already been claimed by Player 2, then Player 2 is left with

no 3-threat to defend. Otherwise, Player 2 plays a". O

C.4 Universal vertex gadget

For each u € Y, we introduce in G the following hyperedges:

EY(u) = Dj({a",b"}) UDF({b", g"}) U D3 ({b",i"})
u |J DY({a" el d})
vEN (u)
U D ({b", dy,es}) U DY ({ci, en, f*})
U DY ({b", ¢y, j4}) U DY ({dy, 3, f*3)
U DI ({cy, f*,g"Y) U D ({dy, f*.g"}) U DY ({es, g*, h"})
UDI({f* h",i"}) U D5 ({es,a"})

In terms of vertices of G introduced by the gadget, each vertex u € Y gives rise to a set V¥ (u) that contains
all the vertices needed by the delay sub-gadgets along with {a", b", f*, g", ", " }UU e (o { €3> A3 €35 0 }-
We observe that the only shared vertices between the different ex1stent1al and universal gadgets are a*
for u € X UY. For instance, in the universal gadget, each a¥ with v € N (u) is the “starting vertex” of the

existential gadget encoding the vertex v € X.



Lemma 4

Consider the gadget for a universal vertex u € Y such that no element of V" (u) \ {a“} has been claimed yet.
Assume that for any vertex v € X, a” has not been claimed by Player 2. Assume that a* has been played by
Player 2 and that it is Player 1’s turn. If Player 2 has no non-losing 3-threats elsewhere on the board, then
Player 1 has a strategy o7 (u) that ensures either 1) that after no more than 8 moves, all of which belong to
V¥ (u), Player 1 plays a’ for some v and there are no non-losing 3-threats left for Player 2 or it is Player 1’s
turn and there are no non-losing 3-threats for Player 2; or 2) that Player 1 wins in no more than 14 moves.

Proof. We exhibit a local strategy for Player 1. Player 1 plays b* creating sets of 3-threats in D3 ({b%, g*})
and D3 ({b*,i"}). Claiming either of g* and i* is losing for Player 2 because Player 1 can play in the other
vertex. Therefore, Player 2 needs to play in a 3-threat to avoid losing. The only non-losing 3-threats for
Player 2 can be found in the gadget DY ({a¥, c%, d%}) for v € N (u).

If Player 2 claims dY, Player 1 plays cy, forcing Player 2 to claim j;'. Player 1 plays f", forcing Player 2
to claim g*. At this point, Player 1 can play i* and win by Corollary 1 applied to D3 ({b%,7%}).

If instead of d Player 2 starts by claiming c;., then Player 1 plays d¢, forcing Player 2 to claim e. Player
1 plays f*, forcing Player 2 to claim g“. Player 1 plays h", forcing Player 2 to claim ¢*. If a” has already

been claimed by Player 1, then Player 1 is left with no 3-threat to defend. Otherwise, Player 1 plays a¥. [

Lemma 5
Consider the gadget for a universal vertex w € Y such that no element of V¥ (u) \ {a%} has been claimed
yet. Assume that a* has been played by Player 2 and that it is Player 1’s turn.

If Player 1 has no living 3-threats on the whole board, then for eachv € N (u) such that ¥ has not been
claimed yet, Player 2 has a strategy " (u, v) that ensures either that Player 1 plays a" after no less than 8
moves all of which either belong to V" (u) or are not in any live existential hyperedge and that there are no
living 3-threats left for Player 1 in the gadget; or that Player 2 wins.

Proof. We exhibit the strategy for Player 2 and show that Player 1’s answers are forced to prevent Player 2
from winning. By assumption Player 1 has no living 3-threats anywhere else on the board and no vertices
claimed in V¥ (u), so unless Player 1 plays b%, Player 2 wins in 6 moves by claiming b* himself via
Corollary 1 applied to DY ({a®,b"}). Although Player 1 has now sets of 3-threats which involve ¢* and g*,
she does not have any 2-threats. Player 2 plays ¢} which forces Player 1 to claim d;; by Corollary 1 applied
to DY ({a*, c¥,d"}). Player 2 plays e* which forces Player 1 to claim f*. Player 2 plays g* which forces
Player 1 to claim h". Player 2 plays ¢*. At this point, 8 moves have been played, Player 1 has no 3-threats
left in the gadget, so Player 1 is forced to play a" lest Player 2 plays a” and wins in a total of 14 moves by
Corollary 1 applied to DY ({e¥, a"}).
Since Player 2 has claimed g* and %, the only local hyperedges remaining for Player 1 are in D3 ({b%, d, e® })

and D3 ({b%, c%, j%}) for w # v, and none of them is feature a living 3-threat. O

C.5 Correctness of the reduction

To show that YES SHORT GENERALIZED GEOGRAPHY instances are mapped to YES SHORT MAKER-
MAKER instances and that NO instances are mapped onto NO instances, we prove that any Player 1
winning strategy in SHORT GENERALIZED GEOGRAPHY gives rise to a winning strategy for Player 1 in the
corresponding SHORT MAKER-MAKER instance, and conversely for Player 2 winning/delaying strategies.

Assume that Player 1 can ensure a win within £ moves in SHORT GENERALIZED GEOGRAPHY with
strategy 7, and let us construct a strategy ¢ ensuring a Player 1 win within [ moves in SHORT MAKER-
MAKER. After Player 1 starts with move a”, we use 7, Lemma 2, and Lemma 4 to create o such that
whenever 7 prescribes that the token moves from a vertex u € X tov € Y, we use 03(u7 v) to leave the
u-gadget and enter the v-gadget. When the SHORT MAKER-MAKER game enters a u-gadget with u € Y,
we use o7 (u) to select moves in the gadget until the u-gadget is left and enters a v-gadget with v € X. If a”
is already claimed by Player 1, then Player 2 has no non-losing threats and Player 1 can enter the D7 ({3})
gadget and win by Corollary 1. Otherwise, we then update the SHORT GENERALIZED GEOGRAPHY game
with Player 2 moving the token to v. Eventually, the SHORT GENERALIZED GEOGRAPHY game reaches a
vertex v € Y such that all neighbors have been visited before and the game ends. In the SHORT MAKER-
MAKER instance, Player 1 follows o7 (u) and then wins by entering the D7 ({3}) gadget. If 7 guarantees
that at most &’ < k moves are played before Player 1 wins, then o guarantees that at most 9(k’ + 1) + 6 <1
moves are played before Player 1 wins.
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In the case of a NO SHORT GENERALIZED GEOGRAPHY instance, Player 2 has a strategy 7 such that
either Player 2 wins, or the game goes for longer than k£ moves. A corresponding SHORT MAKER-MAKER
strategy o can be derived such that either Player 2 wins in the SHORT MAKER-MAKER game, or the game
goes for longer than 9(k + 1) + 6 = [ moves. The construction is dual to the one above and relies on
Lemma 3 and Lemma 5.
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Résumé

Dans cet article, nous nous intéressons a la question de
savoir si les sémantiques graduées existantes permettent de
capturer des principes utilisés en persuasion comme le pro-
catalepsis (prévenir d’une attaque en proposant directement
un contre-argument afin d’anticiper celle-ci) et I’atténuation
(les longues lignes d’argumentation deviennent inefficaces).
Cependant, certaines propriétés, largement acceptées par les
sémantiques graduées existantes, sont incompatibles avec
ces principes. Nous proposons ainsi une sémantique para-
métrique basée sur le principe de propagation de valeurs,
permettant de contréler la portée des arguments pouvant
avoir une influence sur 1’évaluation des autres arguments.
Nous étudions également les propriétés satisfaites par notre
méthode (en identifiant en particulier les valeurs garantis-
sant 1’acceptabilité ou non de certaines propriétés), et appor-
tons des résultats expérimentaux visant a étudier la diversité
des ordres obtenues pour différentes valeurs du parametre.

Abstract

In this paper we question the ability of the existant
ranking semantics for argumentation to capture persuasion
settings, emphasizing in particular the phenomena of pro-
tocatalepsis (the fact that it is often efficient to anticipate
the counter-arguments of the audience), and of fading (the
fact that long lines of argumentation become ineffective). It
turns out that some widely accepted principles of ranking-
based semantics are incompatible with a faithful treatment
of these phenomena. We thus propose a parametrized se-
mantics based on propagation of values, which allows to
control the scope of arguments to be considered for evalu-
ation. We investigate its properties (identifying in particu-
lar threshold values guaranteeing that some properties hold),
and report of experimental results showing that the family of
rankings that may be returned have limited diversity.

1 Introduction

Récemment, la quéte d’une méthode visant a donner un
sens aux réseaux d’arguments contradictoires a stimulé un
certain nombre de travaux. Pris dans leur forme abstraite,
de tels réseaux, appelés systemes d’argumentation, ont été
introduits par Dung [9].

Partageant I’idée selon laquelle identifier les ensembles
d’arguments mutuellement acceptables (extensions) n’est
parfois pas suffisant, de nombreuses sémantiques ont été
proposées permettant d’attribuer une valeur a chacun des
arguments ou de retourner un ordre/classement entre les
arguments [3, 7, 15, 8, 14, 1, 17, 11, 18, 2, 6].

Chacune de ces propositions posséde un certain mérite,
avec des exemples bien congus affirmant, dans certaines si-
tuations au moins, qu’elle devrait étre la méthode de choix.
Quand il s’agit de comparer ces approches (au-dela de leurs
propriétés formelles comme la convergence ou 1’unicité de
la solution), les choses deviennent plus difficiles. Cela est
dG au fait que la comparaison n’est pas aussi évidente en
premier lieu puisque différentes sémantiques mettent 1’ac-
cent sur différentes propriétés. Les travaux de Bonzon et
al. [5] initient cette étude en comparant la plupart des ces
sémantiques en se basant sur un ensemble d’axiomes exis-
tant. Cependant, il s’avere que la pertinence de certains
axiomes soit tres dépendante du contexte de 1’application
rendant ainsi la comparaison des sémantiques difficiles.

Dans cet article, nous définissons une nouvelle séman-
tique graduée applicable dans le contexte de la persuasion.
Dans ce contexte, certains aspects, comme ce qui constitue
une argumentation efficace, ont été largement étudiés, et
peuvent constituer une base intéressante pour la comparai-
son. Nous nous concentrerons sur deux phénomenes bien
documentés :

e Procatalepsis : anticiper les contre-arguments d’une au-
dience [20] afin de potentiellement renforcer ses propres



arguments. Nous illustrons ce principe par un exemple in-
troduit par Besnard et Hunter [4][p.85] : I’argumentaire
d’un vendeur destiné a persuader un acheteur de voiture
potentiel :
(al) La voiture x avec un moteur diesel est une voiture
familiale de haute performance [...]
(a2) En général, les moteurs diesel ont une performance
inférieure a celle des moteurs a essence
(a3) Avec ces nouveaux moteurs, la différence de per-
formance [...] reste négligeable
(a4) Les moteurs diesel ont en effet de bonnes per-
formances, compte tenu du fait qu’ils consomment
moins de carburant et que le diesel est moins cher
que I’essence.

()

FIGURE 1 — Exemple de procatalepsis illustré par un sys-
teéme d’argumentation

Outre le fait que ’exemple soit antérieur aux récents

scandales du diesel, ce qui est frappant, c’est qu’il contredit
fortement un axiome “Void Precedence” satisfait (a notre
connaissance) par foutes les sémantiques graduées exis-
tantes et qui considere les arguments non-attaqués comme
les plus acceptables. En effet, cet argumentaire de vente
semble plus convainquant que de simplement proposer 1’ar-
gument (al) seul.
o Atténuation : Les longues lignes d’argumentation de-
viennent inefficaces dans la pratique, pour la simple raison
que le public perd facilement la trace des relations entre
les arguments. Ceci est soutenu par le travail récent de
Tan et al. [19] montrant (dans le cadre de leur étude sur
une analyse approfondie des débats se déroulant sur le
subreddit “ChangeMyView”) que les arguments situés a
une distance supérieure a 5 d’un autre argument n’ont plus
d’impact sur le score de celui-ci. Alors que certaines sé-
mantiques graduées [16, 18] integrent des fonctionnalités
pouvant étre utilisées pour réduire la force des arguments
par rapport a leur distance, d’autres ne prennent pas en
considération ce principe.

Nous concluons en montrant que les sémantiques gra-
duées actuelles sont mal équipées pour &tre utilisée en per-
suasion. Notre travail vise donc a concevoir une séman-
tique graduée adaptée pour la persuasion, permettant de
capturer a la fois le principe d’atténuation et le principe
de procatalepsis.

Nous proposons donc une sémantique graduée qui per-
met de prendre en compte ces principes. Cette méthode
comporte un parametre permettant de réguler la facon dont

ces principes sont respectés. Notre vision est que, équipé
de notre sémantique graduée, un vendeur faisant face a dif-
férents argumentaires de vente peut décider lequel sera le
plus a son avantage. De maniere générale, cette contribu-
tion pourrait étre utilisée comme élément visant a dévelop-
per des stratégies pour les techniques de persuasion calcu-
latoire [12].

Le papier est organisé comme suit. Nous commencons
par fournir, en Section 2, 1’état de I’art requis sur les sys-
temes d’argumentation et les sémantiques graduées. La
section 3.1 présente le principe de propagation que nous
utilisons pour construire notre sémantique dans la section
3.2. Cette sémantique possede comme parametre un fac-
teur d’atténuation 6 permettant de contrdler la vitesse de
convergence et le classement obtenu. Plus important, nous
étudions, dans la section 4.1, la relation qu’il existe entre ce
facteur et la propriété “Void Precedence”. Enfin, dans 1’ob-
jectif de comparer notre méthode avec celles existantes,
nous proposons une étude axiomatique de notre séman-
tique (Section 4.2) ainsi qu’un exemple commun (Section
5).

2 Préliminaires

Dans cette section, nous rappelons brievement quelques
éléments clés sur les systemes d’argumentation abstraits
proposés par Dung [9].

Définition 1 (Dung 1995) Un systeme d’argumentation
(AF) est un couple F = (A, R) oit A est un ensemble fini
d’entités abstraites appelées arguments et R une relation
binaire sur A, i.e. R € A X A, appelée relation d’attaque.
Notons Arg(F) = A.

Un des objectifs des systemes d’argumentation est
d’identifier les ensembles d’arguments qui peuvent &tre
conjointement acceptés selon différents criteres d’accepta-
bilité. Dans le cadre de Dung [9], I’acceptabilité d’un argu-
ment dépend de son appartenance a des ensembles d’argu-
ments appelés extensions, tandis que les s€émantiques gra-
duées visent a classer les arguments du plus acceptable au
moins acceptable.

Définition 2 Une sémantique graduée o associe a
chaque systéme d’argumentation F = (A, R) un ordre =5,
sur A, o =§. est un pré-ordre (une relation reflexive et
transitive) sur A. a =, b signifie que a est au moins aussi
acceptable que b (a =§. b équivaut a a > b et b >$. a, et
a > b équivaut a a =5 b et b 5 a).

Quand il n’existe aucune ambiguité concernant la séman-
tique graduée et le systeme d’argumentation en question,
nous utiliserons > au lieu de > ..

Introduisons maintenant quelques notations permettant de
définir nos sémantiques graduées par la suite.



Notation 1 Soient F = (A, R) un systéme d’argumenta-
tion et deux arguments a,b € A. Un chemin de a vers b,
noté p(a,b), est une séquence de noeuds s = {ay, . ..,a,)
telle que pour chacun des noeuds de la séquence, il existe
une attaque vers le noeud suivant : ay = a, a, = b et
Vi < n,(a;,a;+1) € R Sa longueur est notée |p(a,b)| et
correspond au nombre d’attaques dont il est composé.

Notation 2 Soit A, (a) = {b | Ap(b,a), avec |p(b,a)| = n}
l’ensemble des arguments dont il existe un chemin de lon-
gueur n partant de cet argument vers a. Un argument
b € A, (a) est un défenseur (resp. attaquant) de a si n est
pair (resp. impair). Un chemin de b vers a est une branche
si b n’est pas attaqué, i.e. si A\(b) = 0. C’est une branche
défensive (resp. branche attaquante) si b est un défen-
seur (resp. attaquant) de a. ABa) ( resp. AB(a)) correspond
a l’ensemble de toutes les branches défensives (resp. atta-
quantes) de a.

Bien que notre méthode soit générale, dans le contexte
de cet article, nous étudions également les cadres d’argu-
mentation ayant une forme arborescente ol un argument a,
appelé argument racine posséde uniquement des branches
défensives (i.e. AB(a) = 0 et AP(a) # 0). De tels cadres
sont appelés argumentaires persuasifs. Le systeme d’ar-
gumentation en introduction (Figure 1) est un exemple
d’argumentaire persuasif avec a; comme argument racine.

3 Propagation a profondeur variable

3.1 Le principe de propagation

La sémantique que nous proposons dans ce papier suit

le principe de propagation déja utilisé dans certaines sé-
mantiques graduées existantes [18, 6]. L’idée est d’abord
d’assigner une valeur initiale positive a chaque argument
du systeme d’argumentation. Les arguments peuvent com-
mencer avec la méme valeur initiale [18] ou avec des va-
leurs différentes, comme dans [6] ou les arguments non-
attaqués se voient attribuer une valeur qui est au moins
aussi importante que celles des arguments attaqués. En-
suite, chaque argument propage sa valeur dans le systéme
d’argumentation, en alternant sa polarité selon la longueur
du chemin considéré (négativement si c’est un attaquant et
positivement si c’est un défenseur).
En s’inspirant de ces définitions, nous définissons formel-
lement le principe de propagation, en incluant un facteur
d’atténuation ¢ diminuant I’impact des arguments situés de
plus en plus loin dans le graphe (plus la longueur du che-
min i est longue, plus la valeur de ¢ sera petite puisque
¢ < 1). Entre autres, un tel facteur d’atténuation garantira
la convergence de calcul du score de tous les arguments.

Définition 3 Soit (A, R) un systeme d’argumentation.
L’évaluation P de a € A, a l’étape i, est donnée par :

ve(a) sii=0

P (@) + (18 Y ve(b) sinon
beA,(a)

P(a) =

avec 6 € 10,1[ un facteur d’atténuation et ve : A —
R* une fonction d’évaluation qui assigne un poids initial a
chaque argument, avec € € [0, 1] tel que :

ve(b):{ 1 siA®b)=0

€ sinon
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FIGURE 2 — Systéme d’argumentation F

Exemple 1 Commengons par calculer I’évaluation P de
chaque argument dans F (voir Figure 2) avec les valeurs
€ = 0.5 et 6 = 0.4. Les résultats sont représentés dans la
table 1.

Focalisons nous sur I’argument f. Etant attaqué, celui-ci
commence donc avec un score de 0.5 ( Pg‘5’0‘4( f) = 0.5).
Lors de la phase de propagation, il recoit tout d’abord la
valeur négative de son attaquant direct d qui est lui aussi
attaqué : P24 (f) = PY*"4(f) = 0.4 x v 5(d) = 0.3. En-
suite, durant la seconde étape (i = 2), f regoit positive-
ment les valeurs de a et ¢ atténuées par 6% : P(2)'5’0'4( f) =
PIPO4(F) +0.4% X (vos(a) + vo5(c)) = 0.46. Quand i = 3,
f recoit négativement la valeur de 1 de b (qui est non-
attaqué) et la valeur de 0.5 de e tous deux atténuées par §° :
PI%4(f) = PY04() = 0.4% X (v 5(b) + vos(e)) = 0.364.
Et ainsi de suite.

P?'5'0'4 a b c d e f
0 0.5 1105 0.5 0.5 0.5
1 -0.1 1| 0.1 0.1 0.3 03
2 -0.02 1| 0.1 0.34 0.38 0.46
3 -0.052 | 1 | 0.1 | 0.308 0.316 0.364
14 -0.0402 | 1 | 0.1 | 0.3161 | 0.3506 | 0.3736

TABLE 1 — Calcul de I’évaluation P de chaque argument
dans Fj avece =05et6 =04

La proposition garantit la convergence de 1’évaluation P
pour chacun des arguments présents dans un systeme d’ar-
gumentation.



Proposition 1 Soient (A, R) un systeme d’argumentation
et un facteur d’atténuation ¢ € 10, 1[. Pour tout a € A, la
+00

séquence {Pf"s(a)}l | converge.

Ainsi, la valeur de propagation d’un argument a corres-
pond a la valeur P*°(a) = lim P%(a).
I—+00

Exemple 1 (cont.) La valeur de propagation de chaque
argument présent dans le systeme d’argumentation F
(voir Figure 2) correspond a la derniere ligne grisée (i =
14) de la table 1.

3.2 La méthode de propagation en deux phases

Les arguments non-attaqués jouent un rdle important
dans I’évaluation de 1’acceptabilité des arguments dans les
sémantiques de Dung. Bien que, comme expliqué dans
I’introduction, ces arguments ne doivent pas toujours &tre
considérés comme les plus acceptables, ils gardent tout de
méme un role spécifique permettant, par exemple, de dis-
tinguer les branches attaquantes et défensives (comme cela
a été suggéré dans I’approche d’évaluation globale de Cay-
rol et Lagasquie-Schiex [7]). En s’inspirant de cela, notre
méthode est composée de deux phases :

1) Durant la premiere phase, seuls les arguments non-
attaqués propagent leurs valeurs dans le graphe d’argumen-
tation. Pour cela, tous les arguments attaqués commencent
avec une valeur initiale de 0 (e = 0). A I'issue de cette
propagation, une premiere comparaison est effectuée sur la
base de leur valeur de propagation.

2) Lors de la seconde phase (permettant de départager
les éventuels arguments possédant encore un niveau d’ac-
ceptabilité identique), nous recommencons la phase de pro-
pagation mais, cette fois, avec une valeur initiale non nulle
pour les arguments attaqués (€ # 0).

Définition 4 Soient € € 10, 1] et § € 10, 1[. La sémantique
graduée Propagation a Profondeur Variable ' vdp™ as-
socie a tout systeme d’argumentation (A, R) un classement
> sur Atel queYa,b e A :
ax>bssi
P%(a) > P*(b) ou,
(P%(a) = P*(b) et P*(a) > P(b))

Exemple 1 (cont.) En appliquant la définition précédente,
il est d’abord nécessaire de calculer la valeur de propa-
gation pour chaque argument avec € = 0. Nous obtenons
les valeurs suivantes : P*%%(a) = —0.4105, P*04(p) = 1,
POO4c) = =04, P*4(d) = 0.1642, P*O4(e) = 0.0263 et
POO4(F) = —0.0656.

Et en comparant ces valeurs de propagation, nous obte-
nons le classement suivant :

b>d>e>f>c>a

1. Variable-Depth Propagation en anglais

Notons qu’il n’existe aucune paire d’arguments possédant
les mémes scores, il n’est donc pas nécessaire d’effectuer
la seconde étape dans ce cas précis.

Une préoccupation pourrait étre que la valeur de e, utili-
sée dans la deuxieme phase, pourrait changer le classement
obtenu. Nous montrons que ce n’est pas le cas :

Proposition 2 Soit F = (A, R) un systeme d’argumenta-
tionet 6 €10, 1[. Ve, € €1]0,1],

vdpe,é — Vdpe’ 0

Notons que méme si différentes valeurs de € ne changent
en rien le classement obtenu entre les arguments, il reste
essentiel pour distinguer les arguments non-attaqués et les
arguments attaqués dans la fonction d’évaluation v, (dé-
finition 3). Cependant, ce parametre est un élément pure-
ment interne sans aucun effet sur le résultat de la procédure.
C’est pourquoi, pour une meilleure lisibilité, vdp® sera uti-
lisé a la place de Vdpf‘é pour décrire notre sémantique gra-
duée paramétrique en général.

A T’inverse, deux valeurs de ¢ peuvent produire des clas-
sements différents. En effet, ce parametre permet de choisir
la portée d’influence des arguments dans le systeme d’ar-
gumentation tout en garantissant la convergence de I’éva-
luation P. Par exemple, avec une valeur de ¢ proche de 0,
seuls les arguments proches (et donc une partie restreinte
de I’AF) seront pris en compte lors du calcul des valeurs
de propagation. A I’inverse, une valeur de ¢ proche de 1,
permettra a la (quasi) totalité des arguments (s’il existe un
chemin) d’étre pris en considération.

Suivant le principe d’atténuation utilisé en persuasion,
il semble naturel de supposer que les arguments situés a
une longue distance d’un autre argument deviennent ineffi-
caces.

En termes de conception, il semble intéressant de pou-
voir contrdler ce parametre pour spécifier une profondeur
maximale au dela de laquelle les arguments n’ont plus d’in-
fluence sur le score des autres arguments. Afin de mieux
comprendre comment prendre en considération ce prin-
cipe, considérons 1’algorithme suivant permettant de calcu-
ler la valeur de propagation. D’abord, une valeur positive
est assignée a chaque argument (Ya € A, Pf)"s(a) = 1si
a n’est pas attaqué ou PS‘E(a) = € sinon). Puis, a I’étape
i € IN*, nous ajoutons (ou retirons) au score accumulé jus-
qu’a I’étape précédente (Pffs1 (a)), les valeurs atténués (v,
et ¢') regues des arguments situés au début d’un chemin de
longueur i (A;) : P¥°(a) = P\ (a) + (-1)'6" 3, ve(b). Le

beA(a)
processus s’arréte quand, entre deux étapes, la différence
avec I’étape précédente pour toutes les évaluations P est
strictement plus petite qu'un degré de précision fixé y, i.e.
Ya € A, IPf"s(a) - Pffsl (@)| < p. Ainsi, étant donné un degré
de précision, il est possible de choisir un § en fonction de
la profondeur maximale espérée.



Proposition 3 Soient F un systeme d’argumentation, i €
IN* une profondeur maximale et u > 0 un degré de préci-
sion. Si 6 < K ) alors la séquence {Pf"s(a)};’:"(‘)’

[ max (\A‘(a)\
acArg(F)

converge avant l’étape i + 1.

Exemple 1 (cont.) Supposons que la profondeur maxi-
male espérée est de 5. En utilisant la formule précédente,
avec un degré de précision de u = 107, § devrait étre infé-

rieur @ l%i =~ (0.127. Ainsi, une valeur proche de cette li-
mite, par exemple 6 = 0.12, assure que seuls les arguments

situés jusqu’a une distance de 5 (inclus) seront considérés.

Utiliser ce principe d’atténuation apporte également cer-
tains avantages calculatoires. En effet, le nombre d’étapes
nécessaires pour déterminer la valeur de propagation de
chaque argument étant plus petit que si tout le systeme
d’argumentation devait étre parcouru, le classement entre
les arguments est donc retourné plus rapidement.

4 Propriétés pour les sémantiques graduées

Dans cette section, nous vérifions quelles propriétés sont
satisfaites par vdp. Nous commengons par discuter de la
propriété Void Precedence (Section 4.1), avant de lister les
différentes propriétés existantes dans la littérature (Section
4.2). Différentes valeurs de ¢ pouvant retourner différents
classements, nous proposons, dans la section 4.3, une étude
expérimentale montrant que la diversité des classements
obtenus reste assez faible.

4.1 Void Precedence

L’un des points olt vdp se distingue des autres séman-
tiques graduées existantes est qu’un argument attaqué peut
éventuellement avoir un meilleur score (et donc étre plus
acceptable) qu’un argument non-attaqué. En effet, quand
un argument possede plusieurs branches défensives et peu
de branches attaquantes, celui-ci regoit beaucoup de va-
leurs positives et peu de valeurs négatives. Ainsi, en fonc-
tion de la valeur de d, cet argument peut obtenir un score
supérieur a celui d’un argument non-attaqué.

Void Precedence (VP) Un argument non-attaqué doit étre
strictement plus acceptable qu’un argument attaqué.

Al@)=0etA(b)#0= a>b
Illustrons cela sur I’argumentaire persuasif de la figure 1 :

Exemple 2 L’argument a, posséde deux branches défen-
sives. Ainsi la valeur de propagation de chacun des argu-
ments, avec § = 0.95 et € = 0, est P*%%(a;) = 1.805,
P(),()A95(a2) =-1.9 and P(),()495(a3) — P(),()A95(a4) = 1. Avec
une valeur de € non nulle (¢ = 0.5), nous obtenons les
valeurs de propagation suivantes : P*>%%(a;) = 1.83,

P0A5,0A95(a2) =-1.4 and P0A5,0A95(a3) — P0'5’0'95(a4) = 1. Par
conséquent, il est possible d’inférer le classement suivant
oit ay est plus acceptable que les arguments non-attaqués
azetay :

ap > das = aq > ap

Nous montrons que le parametre § possede une limite en
dessous de laquelle VP est satisfaite.

Proposition 4 Soient (A, R) un systeme d’argumentation
M _ i
€107 =\ mmaim@n-

Si 6 < 6™ alors vdp’ satisfait VP

Exemple 2 (cont.) L’argument a; posséde le plus grand
nombre de défenseurs directs avec |A(ar)l = 2. Afin
de satisfaire la propriété VP, la valeur de § doit étre :
§ < 1/2 = 0.7071. Donc si § = 0.7, les valeurs de
propagation sont P*%7(a;) = 098, P*%7(ay)) = —1.4 et
PY7(a3) = P"97(ay) = 1 quand € = 0 et P*>%7(a)) =
1.13, P0A5,0A7(a2) = —-0.9, P0A5,0A7(a3) — P()AS,()A7(a4) =1
quand € = 0.5. Ce qui permet d’obtenir le classement sui-
vant :
as = daq > ay > a

Il est important de noter que notre méthode se dis-
tingue des autres approches en ce qui concerne la pro-
priété VP, mais dans une certaine mesure seulement. Par
exemple, dans un argumentaire persuasif, une ligne de dé-
fense unique n’est pas suffisante pour devenir plus convain-
cante qu’un argument non-attaqué (i). D’un autre coté, si
cette condition n’est pas remplie, une condition simple (ii)
peut étre énoncée afin de violer VP dans les argumentaires
persuasifs :

Proposition 5 Soit PP = (A, R) un argumentaire persua-
sif avec a € A comme argument racine. Alors,
(i) si |AB(a)| < 2 alors vdp‘; satisfait VP ;

(i) si |AB(a)| = 2 et 6 > ’"[m avec m la longueur de la
plus longue branche défensive de a alors vap’ viole VP,

Le procatalepsis et le principe d’atténuation peuvent atti-
rer la valeur de ¢ dans des directions opposées. La compré-
hension de cette interaction peut fournir des informations
précieuses, en particulier dans le contexte de la persuasion.
Supposons par exemple que le persuadeur sait qu’une va-
leur de ¢ donnée est attendue, correspondant au profil d’un
public spécifique, cette valeur étant fixée, il est possible
de conclure qu’un certain nombre de branches de défenses
sera requis. Par conséquent, au lieu de développer, disons,
deux longues lignes de persuasion, le persuadeur favorisera
plutdt le déploiement d’un certain nombre de lignes alter-
natives dans son argumentaire persuasif.

Il s’avere que dans le contexte de notre méthode, la pro-
priété VP coincide avec une autre propriété étudiée dans la



littérature, a savoir Defense Precedence (DP), qui indique
que, lorsque deux arguments posseédent le méme nombre
d’attaquants directs, celui étant défendu au moins une fois
doit étre plus acceptable que celui qui n’est jamais défendu.
Par conséquent, nous avons :

Proposition 6 vdp’® satisfait VP ssi DP est satisfait

Il est important de noter que ce n’est pas le cas en général
puisqu’il existe des sémantiques qui satisfont VP mais pas
DP. En d’autres termes, jouer avec le parametre § permet
également de controler la propriété DP.

4.2 Autres propriétés

Plusieurs autres propriétés ont été introduites et étudiées
dans Ia littérature (voir le travail de Bonzon et al. [5] pour
un apercu). Afin de mieux comprendre le comportement
de notre méthode et pouvoir la comparer aux autres sé-
mantiques, nous vérifions, dans cette section, quelles sont
les propriétés satisfaites par vdp’ (en omettant certaines
d’entre elles lorsqu’il existe des incompatibilités connues).
Concernant les propriétés étudiées dans ce papier, nous
fournissons uniquement leur définition informelle mais in-
vitons le lecteur a se référer a [5] pour les définitions for-
melles.

Soient AF = (A, R) un systeme d’argumentation et deux
arguments a, b € A.

Abstraction (Abs) Le classement sur A doit étre défini
uniquement sur la base de la relation d’attaque entre les
arguments.

Independence (In) L’ordre entre deux arguments a et b
doit étre indépendant des arguments qui ne sont connectés
niaaniab.

Total (Tot) Tous les arguments sont comparables entre eux.
Non-attacked Equivalence (NaE) Tous les arguments
non-attaqués ont le méme niveau d’acceptabilité.

Les propriétés locales se concentrent sur les atta-
quants/défenseurs directs :
Counter-Transitivity (CT) Si les attaquants directs de b
sont au moins aussi nombreux et acceptables que ceux de
a, alors a doit étre au moins aussi acceptable que b.
Strict Counter-Transitivity (SCT) Si CT est satisfaite et
que les attaquants directs de b sont strictement plus nom-
breux ou acceptables que ceux de a, alors a doit &tre stric-
tement plus acceptable que b.
Defense Precedence (DP) Soient deux arguments avec le
méme nombre d’attaquants directs. Un argument défendu
doit étre strictement plus acceptable qu’un argument non
défendu.

Les propriétés globales précisent comment le classe-
ment devrait étre affecté sur la comparaison des branches
attaquantes et défensives :

Addition of Defense Branch (+DB) Ajouter une branche
défensive a n’importe quel argument attaqué améliore son
acceptabilité.

Increase of Attack Branch (TAB) Augmenter la longueur
d’une branche attaquante d’un argument améliore son ac-
ceptabilité.

Addition of Attack Branch (+AB) Ajouter une branche
attaquante a un argument dégrade son acceptabilité.
Increase of Defense Branch (TDB) Augmenter la lon-
gueur d’une branche défensive d’un argument dégrade son
acceptabilité.

Attack vs Full Defense (AvsFD) Un argument sans au-
cune branche attaquante est strictement plus acceptable
qu’un argument uniquement attaqué par un argument non-
attaqué.

Pour les argumentaires persuasifs, cette propriété
(AvsFD) peut étre simplement reformulée “un argument
sera plus acceptable s’il possede un argumentaire persuasif
plutot que d’un attaquant unique”.

Vérifions maintenant lesquelles de ces propriétés sont
satisfaites par vdp :

Proposition 7 Soit & € 10, 1[. vdp® satisfait les propriétés
Abs, In, Tot, NaE, +AB et AvsFD.

Nous montrons également que certaines propriétés glo-
bales sont satisfaites par vdp quand le facteur d’atténuation
¢ est assez grand.

Proposition 8 Avec 6 € 16", 1[ tel que 6" = | —4H——
ueTf;,l)((F) (‘A’(a)‘)

ou i représente la longueur de la branche ajoutée ou éten-
due alors Vdp§ satisfait également +DB, TDB et TAB.

La table 2 résume ces résultats. A titre de comparaison,
nous incluons également les résultats de certaines séman-
tiques de la littérature ou le méme ensemble de propriétés
[5] a déja été vérifié. C’est le cas de la sémantique utilisée
pour les systeémes d’argumentation sociaux (SAF) [14] res-
treint au cadre des systemes d’argumentation de Dung, la
sémantique Categorizer (Car) [3, 17], la Discussion-based
semantics (Dbs) et la Burden-based semantics (Bbs) [1], la
sémantique globale basée sur les tuples (Tuples*) [7] et la
sémantique introduite par Matt et Toni (M&T) [15].

Une premiére remarque est que vdp satisfait les proprié-
tés jugées “basiques” selon [5] (Abs, In, +AB, NaE et Tot),
a I’exception de VP (voir discussion dans la section 4.1).

Nous pouvons également noter que vdp satisfait AvsFD
dans tous les cas, ainsi que la propriété +DB pour un ¢
particulier. En effet, la possibilité de mieux classer les ar-
guments possédant plusieurs défenseurs plutdt qu'un ar-
gument défendu une unique fois semble intéressant. Par
exemple, en persuasion, une affirmation défendue par diffé-
rents arguments peut-étre plus crédible qu’une affirmation
défendue seulement une fois.



Propriétés H SAF ‘ Cat ‘ Dbs ‘ Bbs ‘ Tuples*
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TABLE 2 — Résumé des propriétés satisfaites par vdp (¥4, et avec 8™ < &’ < 6™) ainsi que certaines sémantiques graduées
existantes ol le méme ensemble de propriétés ont déja été vérifié. Les cellules grisées représentent les résultats fournis

dans ce papier.

Enfin, les seules propriétés n’étant jamais satisfaites par
vdp sont CT et SCT. Cependant, il est facile de démontrer
que ces propriétés sont incompatibles avec +DB. Intuitive-
ment, lorsque +DB considere qu’ajouter une défense doit
renforcer un argument, SCT dit que le fait d’ajouter n’im-
porte quelle branche (ce qui inclus les branches défensives)
doit diminuer son acceptabilité.

4.3 Diversité des classements

Une caractéristique intéressante de notre sémantique est
donc que I'utilisateur peut choisir si VP est satisfait ou
non, donnant ainsi lieu a des classements différents. Cepen-
dant, on pourrait craindre que la diversité des classements
soit si élevée que la sémantique devienne trop sensible aux
légeres modifications de J. Les résultats résumés dans la
table 3 montre cependant une certaine proximité entre les
classements obtenues pour différentes valeurs de ¢.

o 0.001 0.2 0.4 0.6 0.8 0.9
0.001 100 99.94 | 9945 | 9591 | 89.38 | 86.26
0.2 99.94 100 99.48 | 95.87 | 89.37 | 86.36
0.4 99.45 | 99.48 100 96.29 | 89.87 | 86.70
0.6 9591 | 95.87 | 96.29 100 93.18 | 90.14
0.8 89.38 | 89.37 | 89.87 | 93.18 100 96.84

0.9 86.26 | 86.36 | 86.70 | 90.14 | 96.84 100

TABLE 3 — Degrés de similarité entre différentes valeurs de
)

Pour obtenir ces résultats, nous avons appliqué
notre sémantique pour plusieurs valeurs de ¢ €
{0.001,0.2,0.4,0.6,0.8,0.9} sur 1000 systemes d’argu-

mentation générés aléatoirement 2. Nous avons ensuite cal-
culé le degré de similarité qu’il existe entre deux classe-
ments issus de deux ¢ différents en utilisant la distance de
Kendall tau [13].

Définition 5 Soient (A, R) et 1,,, T, les classements re-
tournés par les sémantiques graduées o) et o, respecti-
vement. La distance de Kendall Tau entre 7, et 7,, est
calculée comme suit :

SijeaKijo.70,)
05 %Al x (A -1)

I((TJ]yTUQ) =

avec :

— Kij(Toy To,) = 1 sii > jeti>" joui <" jet
<72 joui=~"" jeti=~" j
— K i(ty,,T0,) =0sii > jeti <72 jouvice versa,
2 1 2 J J

Kii(TesToy) = 05500 >7" joui<" jeti =~ jou
i,j\toys Loy J J

vice versa.

Le plus petit degré de similarité (86.26%) est logique-
ment observé entre la plus petite et la plus grande valeur de
0. Mais ce degré reste globalement tres élevé, montrant que
la sémantique reste assez stable lorsque ce parametre varie.

5 Comparaison avec les sémantiques exis-
tantes

Nous allons maintenant montrer qu’en général, les dif-
férentes sémantiques proposées dans la littérature peuvent

2. Les algorithmes de génération sont basés sur ceux utilisés pour
produire les benchmarks de la compétition ICCMA’15, voir
http://argumentationcompetition.org/2015/
results.html



renvoyer un large éventail de classements. Pour cela, nous
appliquons ces sémantiques sur I’exemple de la figure 2
que nous rappelons ici.

O—
mOanO

La gamme de sémantiques considérées ici est plus impor-
tante que dans la section précédente, car nous incluons des
sémantiques récentes pour lesquelles les propriétés axio-
matiques n’ont pas encore été étudiées dans la littéra-
ture (du moins pas entierement). Cependant, deux catégo-
ries de sémantiques graduées sont exclues de cette étude
puisqu’elle posseédent des caractéristiques rendant difficile
la comparaison avec les autres sémantiques. La premiére
concerne les sémantiques retournant un pré-ordre partiel
entre les arguments (i.e. certains arguments peuvent &tre
incomparables) comme la sémantique globale Tuples™ in-
troduite par Cayrol et Lagasquie-Schiex [7] ou la séman-
tique introduite par Grossi et Modgil [11]. La seconde
catégorie est composée de sémantiques retournant un en-
semble de classements pour un méme systeme d’argumen-
tation [10]. Ainsi, nous considérons les sémantiques Cat,
M&T, SAF, Dbs and Bbs déja étudiées dans la section
4.2, ainsi que la sémantique utilisant les fuzzy label (FL)
[8], @-Burden-based semantics (a-Bbs) [2], la sémantique
de comptage (CS) [18] et les sémantiques de propagation
Propac, Propa, ¢, Propa, - introduites par Bonzon et al.
[6]. Tous les classements sont représentés dans la table 4.

‘ Sémantiques ‘ Classements ‘

M&T b>d=~e>a=~c=f
FL b>d>e>f>a=c
SAF
@-BBS (@ =5) b>d>e>f>c>a
Propa) ¢
vdp®(s = 0.3)
Dbs/Bbs
s b>f>e>c>d>a
@-BBS (@ = 0.5)
Propa.(e = 0.8)
Cat
Propa (e =03) | b>f>e>d>c>a
Propal+e
vdp’(6=08) |d>b>e>c>f>a

TABLE 4 — Classements obtenus avec les différentes sé-
mantiques graduées sur F (figure 2).

Notre sémantique se distingue clairement des autres sé-

mantiques par le fait qu’avec & > g, d, qui est attaqué,

est strictement plus acceptable que b qui n’est pas attaqué.

En effet, grace au cycle pair, d recoit uniquement des poids
positifs provenant du seul argument non-attaqué b. Cepen-
dant, d ne fait pas toujours partie des “meilleurs” argu-
ments comme c’est le cas avec les sémantiques considérant
qu’une nouvelle branche d’attaque peut renforcer un argu-
ment (i.e. les sémantiques qui satisfont +DB et AvsFD).
En effet, les sémantiques considérant, a I’inverse, qu’une
défense est une attaque affaiblie (i.e. les sémantiques qui
satisfont SCT) jugent que méme si d est défendu, il reste
néanmoins directement attaqué une fois de plus que c,e
et f. Le raisonnement inverse tient également avec 1’ar-
gument f considéré comme un des “meilleurs” arguments
pour les sémantiques satisfaisant SCT alors qu’il reste plu-
tot acceptable pour les sémantiques satisfaisant +DB et
AvsFD. L’argument a reste quant a lui toujours 1’argument
le moins acceptable puisqu’il est attaqué directement par b
mais également par e. C’est pourquoi il est toujours consi-
dérer comme moins acceptable que ¢ qui est uniquement
attaqué par b.

6 Conclusion

Beaucoup de sémantiques graduées ont été proposées ré-
cemment dans la littérature. Malgré des études détaillées
de leurs propriétés, il reste difficile de déterminer quelle
sémantique est plus appropriée pour un contexte d’ap-
plication donné. Dans ce papier, nous avons pris le pro-
bleme a I’envers en proposant une sémantique appliquée
au contexte de la persuasion, qui prend en considérantion
deux principes bien connus dans la pratique : le procatalep-
sis et I’atténuation. Il s’avere qu’aucune des s€mantiques
existantes n’est vraiment appropriée pour ce contexte la —
toutes s’engagent par exemple en faveur de la propriété
“Void Precedence” qui est en contradiction avec 1’idée
du procatalepsis. C’est pourquoi nous avons introduit une
nouvelle sémantique paramétrique basée sur la notion de
propagation. Un facteur d’atténuation est utilisé pour per-
mettre a la fois la convergence et la gestion de 1’impact,
plus ou moins important en fonction de la longueur du
chemin, d’un argument sur un autre. Nous montrons que,
grace a ce facteur d’atténuation, le principe d’atténuation
peut étre capturé en fixant une profondeur maximale d’in-
fluence. Pour certaines valeurs de ce parametre, VP n’est
pas satisfait, ce qui permet de capturer le principe de proca-
talepsis dans les argumentaires persuasifs. Nous vérifions
également quelles sont les autres propriétés satisfaites par
notre méthode, tout en proposant une étude expérimentale
visant a montrer a quel point le classement entre deux va-
leurs de ce parametre reste proche. Nous pensons que cette
méthode est un outil utile pour la persuasion, permettant
par exemple d’évaluer I’impact relatif que peut avoir diffé-
rents argumentaires persuasifs. Les travaux futurs incluent
de tester cette sémantique sur des outils de persuasion cal-
culatoire existants. Notre méthodologie peut s’avérer inté-



ressante dans des contextes différents : en se questionnant,
par exemple, sur la pertinence d’une sémantique propo-
sée dans la littérature dans d’autres contextes d’application
(comme la négociation). Cela permettrait de détecter les
phénomenes n’ayant éventuellement pas été capturés cor-
rectement et qui demanderaient d’éventuels ajustements.
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Résumé

Le débat est une méthode reconnue efficace pour 1’ap-
prentissage. C’est un processus interactif dans lequel les
apprenants cooperent en échangeant des arguments et des
contre-arguments afin de résoudre un probléme.

Nous proposons un jeu de débat pour 1’apprentis-
sage des mathématiques. En particulier apprendre com-
ment structurer et construire des preuves mathématiques. Le
cadre d’argumentation de Dung et ses extensions sont utili-
sés pour extraire les arguments acceptables qui forment la
preuve. De plus, cela permet aux instructeurs de fournir des
retours aux apprenants sans surcharge d’information.

Abstract

Debate is a valuable and effective method of learning. It
is an interactive process in which learners cooperate by ex-
changing arguments and counter-arguments to solve a com-
mon question. We propose a debate-based learning game for
mathematics classroom to teach how to structure and build
mathematical proofs. Dung’s argumentation framework and
its extensions are used as a means to extract acceptable argu-
ments that form the proof. Moreover this allows instructors
to provide feedbacks to learners without information over-
load.

1 Introduction

Debate has been used as a learning method since an-
tiquity notably by sophists such as Protagoras, Plato and
Socrates. From that time, the principles of this method re-
mained unchanged : a group of learners explore a common
question by exchanging opinions, ideas in the form of ar-
guments and counter-arguments. Such debates are based on
a collaborative and progressive learning process. What has
changed however are technologies that nowadays enable
autonomous and ubiquitous learning.

The literature of educational science witnesses nume-
rous examples of debate-based learning [20, 15]. Further-
more, the use of debate in several areas such as medicine,
natural sciences and humanities has been experimentally
demonstrated as an effective learning tool [5, 10]. In short,
we can synthesize main advantages of debate-based lear-
ning as follows :

(i) it allows a group of heterogeneous learners with dif-
ferent backgrounds to collectively solve a common
problem by using their own skills [2],

(ii) it improves critical thinking skills, reasoning and com-
munication within a group since each learner has to
justify and defend her point of view and constructi-
vely criticize others [5, 8],

(iii) it increases motivation and involvement of learners
by improving self-esteem and promoting social inter-
action [14],

(iv) it makes explicit reasoning processes that led to
conclusions. This provides instructors with informa-
tion to identify misunderstandings and take actions to
correct them.

The context We are interested in this paper in learning
how to structure and build mathematical proofs. Mathema-
tical skills are increasingly becoming a central criterion in
skills evaluation as they are an important selection crite-
rion for academic and professional applications. Therefore
shortcomings in mathematics may be highly detrimental to
students in both academic and professional opportunities.
In the context of mathematical didactics several works have
shown advantages of using debate in classes [7]. The object
of the debate can be either to build a mathematical proof or
to falsify a claim using sound mathematical deductions.

The problem & Contribution Despite the benefits
witnessed in debates-based classes, we can mention some



limitations of current approaches. The first limitation
concerns learner’s motivation and involvement. Although
it has been demonstrated that learners show a high mo-
tivation in debate-based courses [10], it has also been
acknowledged that this is influenced by instructor’s ani-
mation abilities and the fact that these courses are formal
and mandatory. In order to promote an autonomous and
ubiquitous learning beyond institutional environment, we
propose a gamification approach that considers the debate
as a genuine game with its intrinsic motivation levers. The
second limitation concerns assessment of debate outcomes
and its effect on instructors’ workload. In fact, assessment
is fundamental in order to provide learners with continuous
feedbacks. This task is often performed manually by the
instructor who has to understand, evaluate and provide
feedbacks based on the state of the debate. However,
debate data are often overloaded by details of intermediate
and erroneous stages of reasoning. While these stages are
important to understand how learners have come to final
conclusions, they do overload instructors with unnecessary
details during assessment phases. As the basic ingredients
in debates are arguments and counter-arguments, we use
formal argumentation framework as a means to extract
final conclusions from a debate before its assessment by
instructors.

The remainder of this paper is structured as follows.
In Section 2 we present necessary background on formal
argumentation frameworks. In Section 3 we present our
debate-based learning game. In Section 4 we illustrate our
system on an example. Lastly we conclude.

2 Background on formal argumentation fra-
meworks

Artificial intelligence witnesses a large amount of contri-
butions in argumentation theory. In particular Dung’s argu-
mentation framework is a pioneer work in the topic [6].

Definition 1 (Dung’s Framework) An argumentation fra-
mework (AF) is a tuple (A, Def), where A is a finite set of
arguments and Def C A x A is a binary defeat " relation.
Given A, B € A, A Def B stands for “A defeats B”.

The outcome of Dung’s AF is sets of arguments, called ex-
tensions, that are robust against defeats [6]. We say that
T C Adefends Aif YB € As.t. BDef A, AC € 7 such that
C Def B. We say that 7 C A is conflict-free if PA,B € T
such that A Def B. A subset 7 C ‘A of arguments is ad-
missible iff it is conflict-free and defends all elements in
7. Different acceptability semantics have been proposed.
In particular 7~ C A is a complete extension of (A, Def)
iff it is admissible and contains all arguments it defends. 7~

1. called artack in [6].

is a grounded extension (A, Def’) iff it is the minimal (for
set inclusion) complete extension. For other semantics, see
[6].

Several authors have considered a new kind of interac-
tion called the support relation [13, 12, 4]. An abstract bi-
polar argumentation framework is an extension of Dung’s
framework such that both defeat and support relations are
considered.

Definition 2 (Bipolar argumentation framework) An
abstract bipolar argumentation framework (BAF) is a
tuple (A, Def, Supp), where (A,Def) is Dung’s AF and
Supp € A X A is a binary support relation. For A, B € A,
A Supp B means “A supports B”.

Defeat and support relations are combined to compute new
defeat relations and recover Dung’s framework from which
acceptable extensions are computed [13, 12, 4].

In this paper we are interested in deductive reasoning,
i.e. a conclusion is derived from a set of premises.

Definition 3 (Argument) Let T be a set of formulas
constructed from a given language L. An argument over
I is a pair A = (A, @) such that

(i)ACT,
(ii) AV, L,
(iii) A v, @ and,

(iv)forall N c A, N ¥, «a,
where v, is the inference symbol.

Given two arguments (A, @) and (A’,a’), we say that
(A, @) undercuts (A’,a’) iff for some ¢ € A’, @ and ¢
are contradictory w.r.t. the language at hand. (A, @) rebuts
(A, @) iff @ and @’ are contradictory. Then, (A, a) defeats
(N, @) iff (A, a) rebuts or undercuts (A’, a’).

3 A debate-based learning game

Roughly our system builds on learners who exchange ar-
guments for some purpose. The Oracle (who is the instruc-
tor) opens the discussion by providing a first argument of
the form (P, C), where P is a set of premises and C is a
conclusion. Then learners are engaged in a debate in which
they exchange arguments to construct a proof for C given
P. A set of relations is provided by the Oracle to connect
arguments. A learner may add an argument/relation or pass
her turn. The discussion is closed when decided by the lear-
ners or stopped by the Oracle after a time out. The output
of the debate is a debate graph which is composed of ar-
guments and relations constructed during the debate. The
graph is submitted to the Oracle for evaluation. We first
discuss and give our design choices. Then we propose a
game-based modeling of our learning system.



3.1 Design choices premises. This is coherent with a debate-based lear-
ning process in which arguments can be both collabo-

Different factors need to be considered for the game. Be- ratively and progressively constructed.

fore we present our game-based modeling of the learning

We distinguish between two ways to deal with an ar-
system let us expose these factors :

— Argumentation mechanisms : Three mechanisms have

been distinguished in the literature to model the ex-
change of arguments between agents [17] : In a Di-
rect mechanism every agent may propose a set of ar-
guments at once. Then the process terminates. This
mechanism is not appropriate in our setting because
a learning process needs to be progressive. In a syn-
chronous mechanism every agent may propose any
set of arguments at the same time. The process is re-
peated until no agent wants to make more arguments.
In a dialectical mechanism an order is assumed over
agents to provide their arguments. Four variants (ri-
gid, non rigid)x(single, multiple) can be obtained. A
mechanism is rigid when an agent who passed her turn
will no longer be allowed to propose arguments. The
mechanism is not rigid if the agent is not discarded in
such a situation. Also an agent may propose a single
argument or multiple arguments when she takes her
turn. We use a dialectical, non rigid and single argu-
ment mechanism.

Construction of the arguments & their validity : Argu-
ments may be provided by the Oracle or constructed
by learners. In the second case, the Oracle provides
a set of propositions upon which arguments will be
constructed. We choose the second option. Now wha-
tever arguments are constructed or provided we need
to check their validity which refers to the satisfaction
of conditions (i)-(iv) in Definition 3.

Condition (i) will always be satisfied as arguments
will be constructed from a set of propositions provi-
ded by the Oracle.

An argument that does not satisfy condition (i) should
be removed.

An argument that does not satisfy condition (iv)
should be modified to make its set of premises mi-
nimal.

Let us now consider condition (iii). For example
the argument ({p}, ¢) is not valid w.r.t. (iii) because
g does not logically follow from p. This argument
should be removed. On the other hand, the argument

{2 -e)(n+2) <2n+1},2 - € < Z41) will be consi-

dered as valid although 2 —€ < % does not logically
follow from (2 — €)(n + 2) < 2n + 1 because the set
of premises of the argument is not complete. In fact
we need an additional constraint, namely n + 2 > 0.
Such an argument can however be accepted in a de-
bate. Then learners have to cooperate in order to de-
feat the argument or defend it by completing its set of

gument that should be removed (e.g. {{p}, g) or condi-
tion (ii) not satisfied) or modified (condition (iv)).
First notice that learners in the same group cooperate
in order to solve a problem. Therefore they may be al-
lowed to have a chat box by which they can discuss
in order to convince a learner that her argument is not
valid and should be removed/modified. We expect a
cooperation from all learners. If not then the non valid
argument will be refused by the Oracle (when the lat-
ter evaluates the debate graph at the end of the debate)
which leads to the failure of the group to construct a
correct proof. Another way to control the validity of
an argument is to delegate this task to the Oracle in
which case an argument is added to the debate graph
only when it is valid. A penalty on the score of the
group is applied each time a learner proposes a non
valid argument. We choose the first option.

If constructed arguments do not comply with Defini-
tion 3 and not repaired/removed by learners then the
group will fail to construct a correct proof.

— Relations between arguments and their validity :

— Defeat relation : This relation is syntactically
defined and should be in the background of lear-
ners. In contrast to existing works [16, 17] in
which the defeat relation is automatically stated
by the system as soon as an agent proposes an
argument we do believe that this relation should
be stated by the learners themselves. This is a
part of the learning process. Two ways to control
the validity of a defeat relation are possible. Ei-
ther we authorize defeats on defeats which can
be captured by hierarchical argumentation fra-
meworks [3], or the Oracle accepts a defeat re-
lation in the debate graph only when it is valid.
We choose the second option in our game.

— Support relation : we do not control the support
relation because the objective of the game is to
construct a proof which is built using the support
relation. So it is up to learners to discuss/agree
on a given support relation without the interven-
tion of the Oracle.

— Termination of the game : The game terminates when

the group stops or the Oracle decides so. We choose
the first option in our game. The debate graph is sub-
mitted to the Oracle for evaluation.

— Score function : A score which is a penalty degree is

given to a group of learners when its debate graph is
evaluated by the Oracle. We define a penalty degree



as the number of irrelevant arguments present in the
debate graph plus the number of non valid defeat re-
lations refused by the Oracle during the debate.

3.2 Game-based modeling of the learning system

The main objective of the game is to create a debate en-
vironment for learners so that they can exchange arguments
to prove the Oracle’s claim. Learners need to be maintained
engaged in a game. For this purpose we use social levers of
motivation. In particular we divide learners into groups that
will be made in competition. The Oracle initiates the debate
by setting the question under the form of an argument.

The group that wins the game is the one that manages
to build a debate graph accepted by the Oracle with a mini-
mal penalty. To construct such a graph, learners have to use
their domain knowledge to build arguments and correctly
set relationships between arguments. This section forma-
lizes the game by describing states of the game and actions
that are transitions among states.

3.2.1 State of the game

To construct arguments we use a universe of discourse
based on a given L-language. We assume that this lan-
guage is at least equipped with a conjunction operator. Gi-
ven a set of arguments A and a set of relation labels L
(e.g. L = {defeat, support}), a state of a debate is a se-
quence of relations indexed by natural numbers and labels :
S : LXN — 27 S(1,k)icp. rew represents the content of
the relation / at the kth step. S denotes the set of all states.

3.2.2 Actions of the game

Adding a relation This action adds a new relationship
between two (new or existing) arguments. This action takes
as input the label of the relation and two arguments.

Definition 4 Given a relation label | € L and a couple of

arguments (A, B), the add action is a transition between
add(lA.B) .
states such that¥S,S’ €S, S — S’ iff

Ym >k, S (r,m)=S(r,m)=0
VYn<k,S(r,n) =S"(r,n)

dkeN,VYreL,q S(r,k)=0
S'(r,k)y=S(rk—1)forr +1
S'(Lk)y=8k-1)U{(A, B)}
The add action makes a transition from
S to S’ iff the following conditions hold

(i) the game states contain only a finite number of
known relation graphs. In other words, there exists an
integer k for which all relation graphs of subsequent steps
are empty, (ii) S and S’ are equal until kth step. This
means that S’ copies S until the kth step, (iii) game state

S does not contain any information about the relation / at
step k, (iv) finally, game state S’ at kth step is equal to the
graph of [ at the (k — 1)th step to which the couple (A, B) is
added.

Removing a relation During a debate, a player can re-
move a relation between arguments from the debate graph.
This action takes as input the label of the relation and the
couple to be removed. Specification of the remove action is
similar to that of the add action, except that S’ at kth step
contains previous graph of / from which the pair (A4, B) has
been removed. That is S"(LLk) = S(l,k — 1) \ {(A, B)}, the
remaining conditions being identical.

Append action The goal of this action is to make an
argument’s premises and conclusion more specific. It is
an auxiliary action that is built as a composition of a re-
move and add actions. Before we define this action, let
us introduce a connector (A) between arguments. Given
A = (P1,Cy) and B = (P,,(C3), the notation A A B is an
abbreviation for (P; U P,,C; A C) 2.

Definition S The append relation between states S and S’
is defined as :

append(l.A,B,C) remove(l,A,B)
— —

VS.5" € S, § S’ iff A", S
add(l,ANC,B)
57T s

Submit action This action ends the game and submits
the final debate state to the Oracle for evaluation.

4 Example : Mathematical proof

In this section we exemplify our debate-based learning
system. Let
Q : “Prove that Ve >
m > N = 2 -¢€ <

0dN €

2n+1
n+2

N such that
< 2+ e

We have the Oracle and 6 learners (players)
I, by 13, 1, 1s, .
The Oracle provides a first argument Ap corresponding to
Q. We have

2n+1
Ag=({e>0,INeN,n>N},2—e< <2 +¢)).
n

+2

We also have L = {defeat, support} and a set of propo-

2. Notice that P; U P, may be inconsistent but remind that the validity
of arguments is decided by learners.



sitions P :

{neN, 2zl 2-e< 2l
€>0, N>3-2, n>2-2

n=1, -Q2-e<z (Zn":; <2),
ANeN, Q-em+2)<2n+1, ~(N=[2-2]+1D),
e=-1, Zl<2ig —(e = -1),
n=-3, =(n=-3) n > N}

The aim of the game is to demonstrate Q. Let Group,
and Group, be two groups of learners : G| = {l;,,/3} and
Gy = {ly,Is,1s}. Each group has to demonstrate the proof
individually. Not only the groups have to argue to construct
the proof but they also have to do that as fast as possible and
with minimal penalty degree.

We first illustrate the game on Group;. Initially, the de-
bate graph contains only Ag. The discussion is dialecti-
cal : a random order is defined over the set of learners. Let
1,1, 15 be this order. Table 1 illustrates first states of the
game.

The complete debate graph is given in Figure 1, where

A :({e>0,ANeN,n>N},2—e< 24
Ay {fe=-1,n=1,},~(2 - €< 2))
A3 :{({e>0,AN e N,n> N}, 22 <2 1 ¢)
A4:<{e>o,2n"j;<2},2;:21<2+e>
As : {{e > 0}, e > 0)
Ag : ({n e N}, 221 < 2)
A7:({n€N}nEN>
Ag:({neN(Z—E)(n+2)<2n+1}2—E<%)
A9:<{5>0n>—— 2L, 2-e)(n+2)<2n+1)
Alo:<{n>NN>——2}n>——2)
A”:({N>——2}N>Z—2)
Ap:{{n=N},n=N)
Az ({n = =3}, =3 < 2))
Ay {({n e N}, ~(n = -3))
Ais:(fneN,e> 0}, 2 <2 +¢)

d

Ajg i {{e > 0}, =(e = =1))

In this example learners may add a symmetric defeat bet-
ween ({e > 0},e > 0) and {{e = —1},e = —1). In this
case learners need to discuss in a chat box and convince
the learner who added the defeat relation from the latter to
the former to remove her defeat because € > 0 appears in
the premises of Ap so it is a fact that overrides € = —1.
We do not make any explicit distinction between proposi-
tions because distinguishing facts and giving them priority
should be done by the learners. This is a part of the learning
process.

Assuming that the game ends when the learners
agree to submit the debate graph to the Oracle. Thus
Group, submits the graph of the statefi,,; using the
action submit. Then the Oracle evaluates the debate graph

by computing acceptable arguments. To this aim, she
computes the argumentation framework corresponding
to the debate graph in order to compute acceptable
extensions. The debate graph is composed of nodes
representing arguments and two types of relations,
namely defeat and support relations. Therefore bipo-
lar AF is suitable. We have BAF = (A, Def, Supp),
where A = {Ag,A1,A1 A A3,A5, Az, Ay, As, Ag,
As N Ag,A7,A3,Ag A7 N Ag, A1, As A Alg, A1l A Al
A3, A1, A5, A1), Def = {(A2,A1), (A6, A2), (A13, Ag),
(A14,A13)} and Supp = {(A; A Aj,Ap), (Ag, A1),
(Ag A A7,A5),(A10 A As,Ag), (A1l A A1z, Aro), (Als, Az),
(A4, A1s), (As A Ag, Ag), (A7,A¢), (As, Aje), (A7, A12)}°.

In this example “A Supp B” is interpreted as “the ac-
ceptance of A is necessary for the acceptance of B”
[4, 12].

As we previously indicated a bipolar argumentation fra-
mework can be translated into Dung’s argumentation fra-
mework by combining defeat and support relations. As we
are looking for the proof of a given question, we need to
compute the set of arguments that all learners agree on. To
this aim the grounded extension is suitable as it is the set
of arguments that are not defeated and those that are defea-
ted but defended by acceptable arguments. Note that if the
debate graph contains several valid proofs then all corres-
ponding arguments will appear in the grounded extension.
Given the grounded extension, the path of a proof can be
retrieved from the debate graph thanks to the support rela-
tions.

Without entering in the details of computation, the
grounded extension associated to the above BAF is
{Ag, A1, Az, Ar A Az, A4, As, Ag, As N Ag, A7, Ag,
Ag, A7 N Ag, Ayo, As A Ajo, A1 A Ara, Ava, Ass, Agel.

The Oracle evaluates the grounded extension. Then she
informs the group if it won/failed the game and returns a
penalty degree (if any). The wining group is the one that
correctly constructed the proof with lowest penalty degree.
The Oracle also returns irrelevant arguments to winners
and wrong arguments/relations to losers.

To this aim, the Oracle has two sets of arguments :

(i) acceptable arguments : we distinguish between two
kinds of acceptable arguments, namely relevant argu-
ments which are arguments of the proof (Ag, Aj, A3,
A NA3, Ay, As, Ag, As A\ Ag, A7, Ag, Ag, A7 AN Ag, Ao,
AsAAj, A11 NA12, Ajs) and irrelevant arguments (A4,
Ae)-

(ii) rejected arguments (A, A;3).

To win the game the grounded extension must not
contain rejected arguments. The ideal situation is to build
a debate graph such that its grounded extension contains
only the relevant arguments.

3. Apj and Ajz need not to be considered separately. In fact Aj; A Ao
is needed and sufficient.



# state | player | argument action state

0 0 Ay 0 So=0
1 L Ay add('support’, Ay, Ag) S1('support’, 1) = {(A1, Ao)}

) , Sa("support’,2) = {(Ay, Ap)}
2 I Ay add('defeat’ ,Ay,Ay) Sz(’defeat’,Z) = ((An. A}

’ Y S3('Slxlpp0}"[/, 3) = {(Al /\A3’A0)}
3 13 A3 append( SMI)[?O}"[ ’A17A03A3) S3('defeat’, 3) - {(AZaAl)}

/ / . S4(support’,4) = {(A1 A A3, Ag)}

4 A 0 add('defeat’, A3, A1) (not valid) Sa(defeat’,4) = {(As, A)))

TABLE 1 — First game states during the game.

A
State, \_°

State, I i
e

State,

FIGURE 1 — Debate graph during the game.

Back to our example, the grounded extension contains
all the arguments of the proof. Now the oracle verifies its
sequence according to the support relation. From the debate
graph, the sequence of the proof given by the group is :

{(A7,A6 A As,A4,A15,A3) A (A2 A Ap,Ajg, A9 A
A7,A3,A1), Ao}

The argument A4 is ignored because it is irrelevant. The
sequence of the proof is correct. The group won the game
with a penalty degree 3 due to a non valid defeat (A3 Def
A1) and two irrelevant arguments (A4, Aje)-

Now let the debate graph in Figure 2 be given by
Group,. The grounded extension associated to the
debate graph is {Az, A3, A(,, A5 A A(,, A7, Ag, Ag,
A7 N Ag, Ao, As AN Ao, A1 A Apa, Avg, Agsh

The Oracle evaluates the grounded extension. We ob-
serve that not all arguments of the proof belong to the
grounded extension. Therefore the Oracle informs Group,
that it failed the game. Moreover the Oracle gives a feed-
back to Group, by pointing out mistakes/comments. In
particular A, should not appear in the grounded extension
because the defeat from A, to A; is not true and A, is not
defeated by an acceptable argument. In addition, we have
one irrelevant argument (A 4) and three relevant arguments
are missed to prove the question (Ag, A;, Ag).

5 Conclusion & Ongoing work

Argumentation debates are a popular method for lear-
ning. We use this framework in the context of mathema-



FIGURE 2 — Debate graph of Group,.

tical proofs. The present paper offers a conceptual formal
debate-based learning system whose advantages are two-
fold :

(i) thanks to advances in argumentation theory, it offers
a formal method to analyze and filter (generally huge
amount of) information exchanged during the debate
and computes valuable information (i.e., acceptable
arguments) that serves to evaluate the debate,

(ii) it also provides a game-modeling of the argumentation
debate as a means to keep learners motivated.

Several works present argumentation as an abstract dia-
lectical game [11, 18]. However there are few genuine
games based on the theoretical frameworks developed in
Al. We can mention [19] which presents a simple graph
of abstract arguments and players must select arguments in
the graph to win the debate according to Dung’s semantics
[6]. The authors of [17] use structured argumentation fra-
mework in order to construct a syntactical path for the sup-
port relation. They are also interested in strategical consi-
derations for the selection of arguments. Our work does
rely on both syntactical and semantical paths in the support
relation in order to fit the mathematical domain. We do also
give a greater importance to the output of the argumenta-
tion framework which serves to extract valuable informa-
tion from the debate (which corresponds to the proof).

As perspective we intend to experimentally validate our
learning system to assess both its learning value for lear-
ners and its acceptance by instructors. At the conceptual
level we intend to consider preferences among learners in
the argumentation framework [1, 9]. In fact more experts

learners need to be favored against less expert ones.
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Résumé

Nous présentons une approche générale pour le raison-
nement sur des séquences temporelles d’informations quali-
tatives. Cette approche, qui s’appuie sur le cadre récemment
introduit des multialgébres, est de fagon générale plus effi-
cace computationnellement que les techniques de la littéra-
ture. Nous appliquons notre approche au cas spécifique des
séquences d’informations topologiques sur des régions de
taille constante; nous montrons que le formalisme obtenu
dispose d’une procédure compleéte pour la décision de la co-
hérence, et nous identifions ses trois sous-classes maximales
contenant toutes les relations basiques.

Abstract

Relying on the recently introduced multi-algebras, we
present a general approach for reasoning about temporal se-
quences of qualitative information that is generally compu-
tationally more efficient than existing techniques. Applying
our approach to the specific case of sequences of topolog-
ical information about constant-size regions, we show that
the resulting formalism has a complete procedure for decid-
ing consistency, and we identify its three maximal tractable
subclasses containing all basic relations.

1 Introduction

La prise en compte des informations temporelles et spa-
tiales est essentielle a la résolution de taches complexes
dans un environnement physique et dynamique. Un certain
nombre de formalismes qualitatifs de différentes expressi-
vités ont été proposés pour décrire le monde et raisonner
sur celui-ci [voir par ex. Chen et al., 2015]. Certains, en
particulier, permettent de raisonner a la fois avec des in-
formations de nature temporelle et de nature spatiale. Par
exemple, les séquences temporelles d’informations quali-
tatives, sur lesquelles porte cet article, sont des séquences

*La version originale (en anglais) de cet article a été publiée dans les
actes de la conférence IJCAI 2017 [Cohen-Solal et al., 2017c].

de descriptions, chacune représentant I’état du monde a un
moment spécifique. Parmi les tiches de raisonnement asso-
ciées a de telles séquences, on peut citer leur ordonnance-
ment [Sioutis et al., 2015] ainsi que leur construction lors
d’une interpolation visant a déterminer les états intermé-
diaires entre deux états du monde — utile par exemple dans
le cadre de la planification spatiale [Ragni et Wolfl, 2005;
Westphal et al., 2011; Wolter et Kreutzmann, 2015]. La
tache fondamentale de raisonnement est cependant la dé-
cision de la cohérence de ces séquences temporelles. Ce
probléme de décision est complexe, car en général la cohé-
rence temporelle et la cohérence spatiale ne peuvent étre
décidées indépendamment. De plus, la cohérence d’une
description dépend des propriétés spatio-temporelles des
entités décrites. Par exemple, garantir la continuité du mou-
vement est essentiel dans le cadre du raisonnement a pro-
pos d’environnements physiques [Galton, 2000; Hazarika
et Cohn, 2001; Muller, 2002]. Il peut également étre néces-
saire d’assurer que certains attributs des entités — tels que la
taille, la position, I’orientation ou la forme — soient préser-
vés au cours du temps, et d’imposer des restrictions sur le
mouvement entre les instants consécutifs de la séquence.
Ces contraintes créent des interdépendances qui affectent
la cohérence des descriptions.

Example 1. Considérons la séquence temporelle suivante :
une boite bleue est dans une boite rouge durant une pre-
miere période ; durant une seconde période, la boite rouge
est dans une boite verte, et soit la boite bleue est dans la
boite rouge, soit la rouge est dans la bleue ; durant une troi-
sieme période, la boite verte est dans la boite bleue. Cette
description est cohérente pour des boites déformables mais
est incohérente pour des boites rigides. En effet, avec des
boites rigides, la description de la premiere période permet
de déduire que la boite bleue est dans la boite verte durant
la seconde période, ce qui est contradictoire avec la des-
cription de la troisieme période.



De nombreuses approches représentent les interdépen-
dances en utilisant des graphes de voisinage (conceptuel)
[Freksa, 1992; Egenhofer, 2010]. Notons que I’incohérence
de la description de I’exemple 1 ne dépend que du fait que
la taille des objets soit constante : le fait que les boites
soient indéformables n’est pas utilisé directement. La pré-
servation de la taille est ainsi une interdépendance tem-
porelle importante, requise en particulier pour raisonner a
propos d’objets rigides, mais également nécessaire lorsque
I’on considere des régions déformables ayant une taille
constante, comme des corps solides articulés, des corps dé-
formables (pour certaines déformations) ou des liquides.
Malheureusement, peu de formalismes portent sur des ré-
gions de taille constante et, comme nous allons le voir, ils
ont tous des désavantages significatifs.

Dans cet article, nous proposons un cadre général pour
raisonner a propos des séquences temporelles d’informa-
tions qualitatives, basé sur les multialgebres récemment
introduites [Cohen-Solal et al., 2017a,b]. Notre approche
permet de représenter de nombreux types d’interdépen-
dances, comme celles des graphes de voisinage, et elle a de
meilleurs propriétés computationnelles que les approches
connues. En outre, nous instancions notre cadre dans le cas
spécifique des séquences d’informations topologiques sur
des régions de taille constante évoluant continiiment (telles
que les corps rigides ou articulés). D’une part, nous mon-
trons que le formalisme résultant est complet pour la déci-
sion de la cohérence; d’autre part, en appliquant les théo-
rémes du cadre des multialgebres, nous identifions les trois
sous-classes de ce formalisme qui sont maximales pour la
traitabilité et contiennent toutes les relations basiques.

L’article est organis€é comme suit : la section sui-
vante présente les formalismes qualitatifs, le raisonnement
spatio-temporel et les travaux connexes. Dans la section 3,
nous présentons le cadre formel récemment introduit des
multialgebres, montrons comment il peut étre utilisé pour
raisonner sur les séquences temporelles, et décrivons ses
avantages computationnels. Pour finir, la section 4 est dé-
diée aux propriétés fondamentales du cas spécifique des in-
formations topologiques sur des régions de taille constante.

2 Contexte et travaux connexes

2.1 Formalismes qualitatifs

Nous rappelons les concepts principaux relatifs au rai-
sonnement sur le temps et sur ’espace [Ligozat, 2013].
Dans le contexte du raisonnement qualitatif, les informa-
tions a propos des entités temporelles et spatiales du monde
sont représentées par des relations binaires provenant d’un
ensemble fini BB, constituant le vocabulaire de base des des-
criptions. Par exemple, la taille relative entre deux entités
x ety est entierement caractérisée par I’'un des éléments de
I’ensemble Bpa = {<,=,>}. Les relations de BB sont qua-

00,00/ €O 1> SIS

xDCy xECy X POy |y NTPP x|y TPP x |x EQy

FIGURE 1 — Les 8 relations de RCC8 dans le plan.

lifiées de basiques. Les relations basiques sont disjointes
(deux entités satisfont au plus une relation basique) et géné-
ralement exhaustives (deux entités satisfont au moins une
relation basique). Une relation (composite) est un ensemble
de relations basiques, ¢’est-a-dire un sous-ensemble de 5,
ce qui permet de représenter une incertitude sur la relation
basique satisfaite. Par exemple, « x {<,=} y » signifie que
soit x < y soit x =y, alors que « x Bpa y » ne donne au-
cune information. L’ensemble A = 22 de toutes les rela-
tions construites a partir de 3 forme une algébre non as-
sociative [Ligozat, 2013, ch. 11]. L’algebre des points PA
[Vilain et al., 1989], dont I’ensemble des relations basiques
est Bpa, est un des exemples les plus simples. Une autre
algebre bien connue est RCC8, qui décrit les relations to-
pologiques [Cohn et al., 1997] entre régions, c’est-a-dire,
dans cet article, des sous-ensembles non vides, clos et régu-
liers de R9. Les relations basiques de RCC8 sont illustrées
dans la figure 1.

Les descriptions du monde sont souvent données sous
forme de réseaux de contraintes qualitatives. Un réseau N
sur une algebre A est un ensemble de relations de A (des
contraintes), une pour chaque paire de variables d’entité.
L’ensemble des variables est noté E. De plus, nous notons
N* la relation entre les variables x et y (implicitement,
N** = N9). Par exemple, le réseau tel que N = {PO},
N> = {TPP} et N** = {DC} décrit la topologie de trois
entités inconnues x,y,z. Notons que toutes les relations
sont basiques dans ce réseau : il est qualifié de scénario.
Une question fondamentale a propos d’une telle descrip-
tion est sa cohérence : peut-on trouver des entités qui sa-
tisfont chacune de ses contraintes? Les algebres sont en
fait dotées d’opérateurs sur leur relations : [’intersection N,
Uinversion =, et la composition (faible) ¢, qui permettent
une forme de raisonnement déductif. Leur application peut
retirer des relations basiques d’une relation composite et
ainsi diminuer ’incertitude sur la relation basique satis-
faite. Nous avons les implications suivantes :

Xry <= yrx
XriyAxny < x(rnnmn)y
XriyAyrz = x(rion)z

Par exemple, des deux premieres contraintes du scénario
N décrit précédemment, nous pouvons inférer que la rela-
tion basique entre x et z doit étre dans {PO,NTPP, TPP};
puisque cet ensemble est disjoint de la relation N*?, nous
en concluons que ce scénario est incohérent.



FIGURE 2 — Graphes de voisinage de RCCS8 : (a) si la taille des régions
peut changer ; (b) pour des régions de taille constante.

2.2 Graphes de voisinage

Les graphes de voisinage ont été proposés pour raison-
ner a propos du changement [Freksa, 1992]. Ils encodent
la facon dont les relations entre entités peuvent changer
au cours du temps : deux relations basiques sont connec-
tées dans un graphe de voisinage si en déformant contind-
ment deux entités satisfaisant la premiere relation, on peut
faire en sorte qu’elles satisfassent la seconde relation sans
qu’aucune autre relation ne soit satisfaite durant la défor-
mation. Les deux graphes de la figure 2 [Gerevini et Nebel,
2002] montrent le voisinage des relations topologiques,
pour des régions de taille variable et de taille constante.
Supposons que TPP soit satisfaite entre deux régions; la fi-
gure 2.a montre que si on déforme ces régions continiiment
jusqu’a ce que TPP ne soit plus satisfaite, la nouvelle rela-
tion ne peut étre que NTPP, PO ou EQ en général. Cepen-
dant, si la taille des régions est constante, alors la figure 2.b
indique que la relation ne peut étre que NTPP ou PO.

Une des applications des graphes de voisinage est de ga-
rantir qu’une séquence temporelle de scénarios Ny,...,N,,
— chaque N; décrivant la situation a un instant fixé #; — est
compatible avec la propriété de continuité sans relation in-
termédiaire (ou changement qualitatif continu) [Westphal
et al., 2013], qui est notamment utile dans le cadre de la
planification qualitative [Ragni et Wolfl, 2005; Westphal
et al., 2011]. Une séquence temporelle de scénarios est
considérée cohérente s’il existe des entités évoluant conti-
niiment qui satisfont chaque réseau N; a instant #;; la
continuité sans relation intermédiaire ajoute la condition
qu’a n’importe quel moment entre deux instants fixés et
consécutifs 7; et 7,11, chaque paire d’entités {x,y} doit satis-
faire soit N;” soit N3 ;. Par exemple, la séquence « x TPP y,
puis x DC y » n’a aucune solution sans relation intermé-
diaire; en fait, une séquence temporelle (r,...,r,) de re-
lations basiques de RCCS satisfait la continuité sans rela-
tion intermédiaire si et seulement si elle respecte le graphe
de voisinage de RCCS, c’est-a-dire que pour 1 <i < m, soit
i = ri+1, Soit (ri,riy1) est un arc dans le graphe.

2.3 Travaux connexes

I1 existe de nombreuses études sur le changement quali-
tatif, en particulier basé sur les graphes de voisinage [e.g.,
Wu et al., 2014; Santos et Moreira, 2009; Bogaert et al.,
2006; Van de Weghe et De Maeyer, 2005; Cohn et Haza-

rika, 2001; Zimmermann et Freksa, 1993], et sur ses appli-
cations [e.g., Cui et al., 1992; Dylla et Wallgriin, 2007]. En
particulier, les graphes de voisinage ont été utilisés dans le
cadre de la simulation qualitative [Cohn ef al., 1998] et des
formalismes de planification [Dylla et Moratz, 2004].

D’un autre coté, le raisonnement a propos des séquences
temporelles n’est pas largement étudié : sur le sujet nous
n’avons connaissance que de 1’approche générale de West-
phal et al. [2013], qui duplique toutes les variables pour
chaque instant afin d’ajouter des contraintes de transition
(non binaires) imposant les interdépendances.

Cependant, des formalismes spatio-temporels de plus
haute expressivité ont été étudiés, dans lesquels I’ordre des
entités temporelles est incertain. Les descriptions du for-
malisme de Gerevini et Nebel [2002] consistent en des
contraintes entre des intervalles temporels ainsi que des
contraintes de RCCS entre des régions, satisfaites durant
ces intervalles : par ex., un intervalle / est avant ou apres un
autre intervalle, et durant / la relation {DC,PO} est satis-
faite entre deux régions. Ragni et Wolfl [2006] ont introduit
un formalisme similaire pour les relations directionnelles
entre des points de ’espace. L’approche de Sioutis et al.
[2014] a une expressivité différente — en particulier les en-
tités temporelles sont des points et non des intervalles.

Nous ne connaissons pas d’autre formalisme spatio-
temporel qualitatif et algébrique, mais le raisonnement
spatio-temporel est également étudié dans le cadre des lo-
giques spatio-temporelles [Bennett ef al., 2002], qui sont
plus expressives, mais moins performantes : alors que le
probléme de décision de la cohérence est typiquement NP-
complet pour les approches algébriques, il est générale-
ment PSPACE-difficile pour les logiques.

Seules deux approches, a notre connaissance, traitent de
la préservation de la taille dans le contexte de relations to-
pologiques. La premiere est la logique de Galton [1993],
basée sur la logique temporelle d’Allen. Elle permet de rai-
sonner sur les relations topologiques entre corps rigides,
mais nécessite de connaitre la relation de taille précise
pour chaque paire de régions. La seconde est le forma-
lisme de Gerevini et Nebel [2002] mentionné précédem-
ment. Il impose la préservation de la taille grace a la com-
binaison taille-topologie, en dupliquant toutes les variables
pour chaque intervalle temporel. Il garantit également une
évolution sans relation intermédiaire grace au graphe de
voisinage de la figure 2.b. Cependant, il n’est pas clair que
ce formalisme permet de garantir la continuité du mouve-
ment; de plus, aucun algorithme n’a été proposé pour rai-
sonner a propos des descriptions non basiques.

3 Multialgebres des séquences temporelles

Les multialgebres ont récemment été introduites
[Cohen-Solal et al., 2017a,b] dans le but d’englober au sein
d’un cadre algébrique commun plusieurs formes de combi-



naisons, notamment les intégrations laches [Wolfl et West-
phal, 2009] et les représentations multiéchelles [Cohen-
Solal et al., 2015], mais également les séquences tem-
porelles. Cette derniere application a été illustrée avec
I’exemple simple des séquences temporelles d’informa-
tions directionnelles (c’est-a-dire des relations de PA) qui
impose la continuité sans relation intermédiaire. Nous
montrons ici comment cette approche se généralise a n’im-
porte quel formalisme qualitatif, et comment elle peut étre
adaptée au contexte de la préservation de la taille, en I’illus-
trant dans le cadre des relations de RCCS.

3.1 Séquences temporelles et projections

La relation entre deux entités dans une séquence tempo-
relle d’informations qualitatives peut étre vue comme un
m-uplet de relations, la i-eme relation étant celle satisfaite
au i-eme instant de la séquence. Ainsi, la séquence dans la-
quelle une région x est a I’intérieur d’une autre région y, qui
la chevauche ensuite, pour finalement en étre disjointe, cor-
respond au triplet ({TPP,NTPP}, {PO},{EC,DC}). Les
multialgebres permettent de représenter les relations de
cette forme : une multialgebre étant en effet un produit
cartésien A x --- X A, une relation d’une multialgébre
est un m-uplet R = (Ry,...,R,) de relations classiques
R; € A;. La multialgebre des séquences d’informations to-
pologiques avec m instants est ainsi simplement RCC8™.
Les algebres dans le produit peuvent cependant aussi étre
distinctes, ce qui permet de combiner des informations de
nature hétérogéne au sein d’une méme relation : les mul-
tialgebres généralisent en fait les intégrations ldches. Par
exemple, la combinaison bien connue des tailles qualita-
tives et de la topologie [Gerevini et Renz, 2002] correspond
2 la multialgeébre RCC8 x PA. Sa relation ({DC},{<,=})
décrit le fait que deux régions sont déconnectées et que la
premiére est de taille inférieure ou égale.

Sur de nombreux aspects, une multialgebre se comporte
comme un ensemble d’algebres indépendantes : on peut
généraliser plusieurs notions classiques aux multialgebres
de maniere transparente en les considérant composante par
composante. Ainsi, pour deux relations R et R’, nous écri-
vons R C R’ si R; C R} est satisfaite pour chaque i, et R
est dit basique si chaque R; est basique. De plus, les mul-
tialgebres sont dotées d’opérateurs de composition, d’in-
version et d’intersection qui s’appliquent composante par
composante (par ex., RoR’ est défini par Vi: (RoR'); =R;¢
R)). Cela fait sens pour les séquences temporelles puisque
cela revient a appliquer les opérateurs classiques indépen-
damment sur les descriptions de chaque instant.

Néanmoins, les éléments du m-uplet ne sont pas tou-
jours indépendants. Par exemple, dans le but de garantir
la continuité sans relation intermédiaire sur les séquences
temporelles, chaque paire de relations successives doit sa-
tisfaire le graphe de voisinage. Avec les multialgebres,

b TPP | NTPP | PO EC DC | EQ

MRecsb | < < Bpa | Bpa | Bea | =
b < =
rRCC¥, | TPPNTPP PO EC DC | EQ PO EC DC

TABLE 1 — Projections des relations basiques entre RCC8 et PA.

les interdépendances de ce type entre composantes indivi-
duelles sont imposées par des opérateurs additionnels, ap-
pelés projections. 11 y a une projection pour chaque couple
d’algebres dans le produit cartésien, qui représente les in-
terdépendances entre les relations de ces deux algebres.
Formellement, une projection I"{ : Aj — A; est une fonc-
tion associant a chaque relation r de 1’algebre A; la re-
lation v de I’algébre A; correspondant a la sémantique
suivante : si r est satisfaite, alors 1’ 1’est également. Par
exemple, la table 1 indique les projections des relations ba-
siques de la combinaison taille-topologie. La projection de
{TPP} vers PA est "¢ {TPP} = {<}, puisqu’une région
strictement incluse dans une autre ne peut avoir qu’une
taille plus petite. Les projections des relations non basiques
peuvent étre déduites de la table en utilisant les formules
Pr=Upe, P{b} etl 7= Uper {b}.

Les projections peuvent étre utilisées pour garantir
qu’une séquence temporelle respecte un graphe de voisi-
nage G quelconque. Puisque le respect de G impose des
restrictions sur les relations des instants successifs, mais
n’impose rien dans les autres cas, la projection de b € B
d’un instant i vers un autre instant j est définie par :

biiby = {p': {b,b'} e G}U{b} ifl|i—j|=1,

! B if|i—j| > L
Ainsi, étant donnés une algébre A et un graphe de voi-
sinage G, on peut construire une multialgebre représen-
tant les séquences temporelles d’informations provenant de
A dans le contexte de la continuité sans relation intermé-
diaire. Dans le cas des informations topologiques, on ob-
tient la définition suivante.

Definition 2. Soit m € N*. La multialgebre TTg; de la
topologie temporalisée sans relation intermédiaire est le
produit cartésien RCC8™ doté des projections imposant le
graphe de voisinage de la figure 2.a.

Cependant, si on veut raisonner a propos de régions de
taille constante, les graphes de voisinage ne suffisent pas.
Considérons la relation (TPP,PO,TPP) : elle respecte le
graphe de la figure 2.b, bien qu’aucune paire de régions de
taille constante ne la satisfasse. Ce probleme peut étre ré-
solu en raisonnant explicitement sur les tailles des régions,
en plus du raisonnement spatial. Dans le cadre des mul-
tialgebres, cela peut étre effectué en ajoutant 1’algebre des
points au produit cartésien. Pour le raisonnement topolo-
gique, on obtient RCC8” x PA : chaque relation est un



(m+ 1)-uplet contenant m relations topologiques (une pour
chaque instant) ainsi qu’une relation en plus indiquant la
taille relative des deux régions. Les projections vers et de-
puis 1’algebre ajoutée sont exactement celles de la com-
binaison taille-topologie — qui est donc un cas particulier
(m = 1) de cette multialgebre.

Definition 3. Soit m € N*. La multialgebre TT,. de la fo-
pologie temporalisée des régions de taille constante est le
produit cartésien RCC8" x PA doté des projections sui-
vantes : pour tout b, F’f b = Brcceg (aucune interdépen-
dance) pour 1 <i,j <m, et """ het Pl | b sont définies
par la table 1 pour 1 <i < m.

Definition 4. Soit m € N*. La multialgébre TTg; ¢ de la
topologie temporalisée des régions de taille constante sans
relation intermédiaire est le produit cartésien RCC8" x PA
doté des projections I'>{ imposant le graphe de voisinage de
la figure 2.b pour 1 < i, j < m, et des projections P;““ et
Py de TT pour 1 <i<m.

Ces deux multialgebres imposent uniquement la préser-
vation de la taille relative, mais pour certains formalismes
cela suffit a garantir I’existence d’une solution avec des ré-
gions de taille constante. Cette technique d’ajout d’une al-
gebre dans le produit cartésien est a priori applicable a la
préservation d’autres attributs, tels que 1’orientation, la po-
sition ou la vitesse.

3.2 Sémantique des séquences temporelles

Nous avons vu que les multialgebres sont dotées des
opérateurs de composition, d’inversion, d’intersection et de
projection qui permettent de raisonner a propos de leurs re-
lations. Pour prouver que le raisonnement d’une multial-
gebre est correct et/ou complet, nous avons besoin de dé-
finir la sémantique de ses relations, c’est-a-dire la facon
dont elles sont interprétées. Cela nécessite d’expliciter un
domaine —1’ensemble des entités considérées — et une fonc-
tion d’interprétation associant a chaque relation tous les
couples d’entités qui sont considérés comme des réalisa-
tions correctes de cette relation.

Dans le contexte des multialgebres définies précédem-
ment pour traiter les séquences temporelles, nous raison-
nons a propos de régions qui se déplacent continfiment;
une entité est alors ce que nous appelons une évolution
continue d’une région, c’est-a-dire une fonction continue
indiquant a chaque instant 1’état courant de la région. Nous
considérons deux domaines : I’ensemble R/ de toutes les
évolutions continues durant un intervalle / C R, et son
sous-ensemble strict R/, contenant toute les évolutions
continues d’une région de taille constante. Plus formelle-
ment, R’ (resp. RL) est I’ensemble des fonctions conti-
nues f de I vers I’ensemble des régions de R? (resp.
vers I’ensemble des régions mesurables de RY satisfaisant
IseRE Ve el: u(f(r)) =s, avec i une mesure de taille

de région). Nous pouvons maintenant définir la sémantique
de TTyc (nous ne définissons pas celles de TTg; et Ty
pour des raisons d’espace restreint) :

Definition 5. Soit m € N*, et soit (71, ..., T,) € R” une sé-
quence ordonnée de m instants distincts. La fonction d’in-
terprétation de TT. est la fonction ¢@rr,, : RCC8™ x PA —

(ERE 1% )% associant & chaque relation R I’ensemble de tous
les couples d’évolutions de régions (f, f’) satisfaisant R,
c’est-a-dire vérifiant les contraintes de RCC8 a I’instant
correspondant (Vi € {1,...,m}: f(%;) R; f'(%;)) ainsi que
les contraintes de taille (((f(71)) Rus1 f(f(71))).

Cette sémantique satisfait de tres bonnes propriétés : le
triplet (TTtC,‘.Rt[g“’T'”], QrT,.) constitue un formalisme ldche-
ment combiné [Cohen-Solal et al., 2017a,b]. Cela garantit
qu’une relation est cohérente si et seulement si elle contient
une relation basique cohérente, et que le raisonnement est
sain : utiliser les opérateurs pour éliminer des relations ba-
siques d’une relation ne change pas son interprétation.

Notons que, tandis que la partie syntaxique (la multial-
gebre) impose seulement la préservation des tailles rela-
tives, la sémantique (la fonction d’interprétation) requiert
bien la préservation de la taille des entités.

3.3 Décision de la cohérence des séquences

Nous avons utilisé les relations des multialgebres pour
représenter des séquences temporelles entre deux entités. A
I’instar du cadre classique, des descriptions plus complexes
peuvent étre établies a 1’aide de réseaux de contraintes
qualitatives, dont les contraintes sont des relations de mul-
tialgebres. L’exemple suivant est un réseau N (et méme
un scénario) sur RCC8* x PA : N*¥ = (TPP,PO, PO, <),
N> = (PO, TPP, PO, <), et N = (PO,PO, TPP, >).

Grice a la section précédente, nous pouvons formelle-
ment définir une solution d’un réseau comme un assigne-
ment a chaque variable d’entité de E d’une entité du do-
maine U considéré tel que chaque contrainte soit satis-
faite, c’est-a-dire un ensemble {u,}.cg C U satisfaisant
Vx,y € E: (uy,uy) € @(N*). Notons qu’avec les forma-
lismes lachement combinés, un réseau est cohérent si et
seulement s’il contient un scénario cohérent. Pour décider
la cohérence d’un réseau, une méthode intuitive consiste
a utiliser les opérateurs de la multialgébre pour retirer des
relations basiques irréalisables des contraintes, et ce itérati-
vement. Lorsque les opérateurs ne retirent plus de relations,
le réseau résultant est dit algébriquement clos.

Definition 6. Un réseau N est dit algébriquement clos lors-
qu’il est a la fois clos par composition (Vx,y,z € E: N** C
N* o N¥) et clos par projection (Vx,y € E: N C /N
pour tous i, j distincts).

Calculer la cloture algébrique d’un réseau peut donner

I’ensemble vide comme relation : c’est le cas pour le ré-
seau N dans ’exemple précédent. L’ensemble vide étant



une contrainte insatisfaisable, et le raisonnement étant sain,
cela signifie que le réseau initial est incohérent. Remar-
quons au passage que dans le cas du réseau N, sans ex-
pliciter les contraintes de taille, on n’aurait pas pu détecter
son incohérence.

Un réseau algébriquement clos ne contenant aucune re-
lation vide est qualifié d’algébriquement cohérent, au sens
ou le raisonnement algébrique ne peut prouver son in-
cohérence. En remplagant N** par (PO,PO, TPP, <) dans
I’exemple précédent, on obtient un réseau algébriquement
cohérent, qui est en fait cohérent. Cependant, en général, on
ne peut rien conclure a propos de la cohérence d’un réseau
algébriquement cohérent — mé&me si c’est un scénario. C’est
une propriété fondamentale d’un formalisme que tous ses
scénarios algébriquement clos soient cohérents. En effet,
cette propriété (qui dépend de sa fonction d’interprétation)
fournit une procédure complete pour décider la cohérence
—une simple recherche d’un scénario clos, typiquement en
utilisant un algorithme de branch and bound (séparation
et évaluation) qui applique la cloture algébrique. Un for-
malisme ou un fragment satisfait la propriété plus forte de
traitabilité algébrique lorsque clore algébriquement un ré-
seau, ce qui peut étre effectué en temps polynomial, suffit
a décider sa cohérence.

3.4 Avantages computationnels des multialgebres

Les multialgebres sont bien adaptées pour raisonner
sur les séquences temporelles. En effet, contrairement aux
autres approches comme celle de Westphal et al. [2013] ou
de Gerevini et Nebel [2002], il n’y a aucun besoin de dupli-
quer les variables d’entités a chaque instant de la séquence,
afin de pouvoir ajouter des contraintes d’interdépendances
entre une entité et elle-méme a un instant différent (par
exemple pour préserver la taille). En particulier, la cloture
algébrique peut étre imposée en temps @(m - n3 + m? - n?)
avec les multialgebres, alors qu’elle nécessite un temps
@(m? - n?) si les variables sont dupliquées. Ne pas dupli-
quer les variables a un second avantage : pour chercher
un scénario clos d’un réseau (afin de décider sa cohérence
dans les cas intraitables), 1’algorithme de séparation et éva-
luation a un facteur de branchement significativement plus
petit. Cependant, contrairement a celle de Westphal et al.
[2013], I’approche des multialgebres ne peut empécher des
changements qualitatifs sur des couples distincts d’entités
d’avoir lieu en parallele entre les instants.

4 Topologie temporalisée avec préservation
de la taille

Nous nous penchons a présent sur TT, c’est-a-dire sur
le cas de la préservation de la taille pour les séquences tem-
porelles d’informations fopologiques ; les solutions doivent
étre continues, mais il peut y avoir des relations inter-

médiaires. Nous montrons que le raisonnement avec TTc
est complet, et nous identifions ses sous-classes traitables
maximales contenant toutes les relations basiques.

4.1 Complétude du raisonnement pour TT

Cette section montre un résultat fondamental : la cloture
algébrique suffit a décider la cohérence de tous les scéna-
rios sur TT.. Remarquons que la preuve est tres spécifique
a RCC8 - il n’y a aucune garantie que pour une algebre A
quelconque, on ait un résultat similaire pour les scénarios
de la multialgebre temporalisée A™ x PA. En particulier,
une condition nécessaire est la cohérence de tous les scé-
narios algébriquement clos pour la combinaison A x PA
(c’est-a-dire le cas m = 1); ce n’est notamment pas le cas
si A est ’algebre des intervalles [Ligozat, 2013, ch. 8].

Proposition 7. Les scénarios algébriquement clos sur TTyc
sont cohérents (pour des régions de R?, d > 2).

Démonstration. Soit N un scénario algébriquement clos
sur TTy, avec n variables d’entité xi,...,x, et m instants
T1,...,Tm- Nous montrons qu’il est possible d’assigner a
chaque x; un élément f; de ‘ﬁ{zl'f"’] (une évolution conti-
nue d’une région d’une taille constante) tel que chaque
contrainte soit satisfaite. Puisque nous avons seulement
besoin de prouver 1’existence d’une solution, dans le but
de rendre cette preuve aussi simple et claire que possible,
nous choisissons une forme spécifique pour les régions et
leur mouvement. En particulier, les relations intermédiaires
étant autorisées, nous pouvons traiter chaque instant in-
dépendamment. Plus précisément, il nous suffit de mon-
trer que pour tout scénario sur RCC8 algébriquement clos,
en partant d’une configuration fixée avec des régions dis-
jointes deux a deux, il est possible de déplacer continiment
ces régions une par une, sans modifier leur taille, pour ob-
tenir une configuration satisfaisant le scénario. Cette évo-
lution continue pouvant étre inversée, la configuration ini-
tiale peut étre utilisée comme une configuration intermé-
diaire entre toute paire d’instants successifs, ce qui assure
que I’évolution est continue tout au long de la séquence.
Taille des régions. Puisque N est clos par composition et
que les scénarios clos sur PA sont cohérents, nous pouvons
associer a chaque entité un rang entier, noté rang(x;) €
{1,...,n}, tel que les rangs satisfont les contraintes de
taille. Sans perte de généralité, nous supposons que les
x; sont ordonnés de sorte que leur rang soit croissant, et
que les différents rangs sont des entiers successifs (Vi €
{2,...,n}: rang(x;—1) < rang(x;) < rang(x;—1) + 1). Les
entités de rang 1 sont les plus petites régions, les entités
de rang 2 sont les secondes plus petites, etc. Evidemment,
le rang d’une entité ne dépend pas de I’instant considéré, la
taille d’une entité ne devant pas changer entre les instants.
Définition des régions. Considérons un scénario clos
sur RCCS8, et notons R la relation basique de RCC8 qui



doit étre satisfaite entre x; et x; a cet instant. Nous construi-
sons chaque région comme une union disjointe de sous-
régions, a savoir des boules fermées de R? : cela nous per-
met de faire interagir une région avec chacune des autres
régions le plus indépendamment possible. Pour chaque i,
les sous-régions de x; ont toutes le méme rayon, égal a
3rang(%i) pour qu’il soit plus de deux fois plus grand que
celui des boules de rang inférieur (la raison sera donnée
plus tard). Les boules restent disjointes a tout moment,
méme lorsqu’elles bougent (ce n’est jamais un probleme
dans R?, d > 2), afin que la taille de x; reste constante.
Chaque région x; comporte n sous-régions primaires, no-
tées Pi] (1 £ j < n), qui seront utilisées pour imposer la
satisfaction des relations EC et PO avec chaque autre ré-
gion x;. Puisque x; peut avoir a inclure toutes les régions
de plus petit rang (a cause des relations TPP et NTPP),
qui, dans le pire des cas, peuvent étre toutes déconnectées
(DC), nous ajoutons a x; autant de sous-régions secondaires
que de sous-régions de rang strictement inférieur. Ainsi,
pour chaque k tel que rang(x;) < rang(x;), pour chaque
sous-région P de xi, nous ajoutons a x; une sous-région
P,(P) destinée a couvrir P si nécessaire. Remarquons que
les entités de méme rang ont exactement le méme nombre
de sous-régions, et donc la méme taille (puisque les sous-
régions d’une entité restent toujours disjointes).

Configuration initiale. Initialement, toutes les boules
sont disjointes et leurs centres sont alignés sur une droite,
choisie arbitrairement, appelée axe (nous choisissons éga-
lement arbitrairement des directions droite et gauche sur
cet axe). Hormis durant les déplacements, le centre de
chaque boule reste toujours sur I’axe. Nous appelons zone
d’interaction Z(P) de la boule P, la zone centrée autour
de la position initiale de P (les zones d’interaction ne
bougent jamais). Nous supposons que les zones d’inter-
action sont disjointes, et que chacune est suffisamment
grande pour contenir une boule de rayon 3"+! (plus grande
que n’importe quelle sous-région). Initialement, chaque
Z(P) contient uniquement la sous-région P. Nous nous as-
surerons qu’il y a en permanence au plus une sous-région
de chaque entité dans chaque zone d’interaction : c’est une
facon simple de garantir que les sous-régions d’une en-
tité restent disjointes (et donc que la taille est préservée).
Nous notons Z; = {Z(P,) | P, subregion of x;} I’ensemble
des zones d’interaction de I’entité x;.

Si R = EQ pour certains i, j, nous pouvons bouger
chaque sous-région de x; afin qu’elle devienne égale a une
sous-région de x;. Puisque le réseau est clos, cela est tou-
jours possible (x; et x; ont le méme rang et Vk: R =
R'*). Nous pouvons ensuite identifier x; et xj, c’est-a-dire
verrouiller leurs sous-régions deux a deux afin qu’elles
bougent toujours simultanément et que x; et x; restent ainsi
égales a tout moment. Ainsi, dans la suite, nous pouvons
supposer sans perte de généralité que i # j <= R/ # EQ.

Etape 1 : contact et chevauchement. Pour chaque

couple i, tel que i < j, on procéde comme suit : (i) si
R = PO, on bouge P} pour faire coincider son centre avec
celui de Pl.] (voir la figure 3.a,b) ; (ii) si R¥ = EC, on bouge
P; pour faire coincider son point le plus a gauche avec le
point le plus a droite de Pi] (voir la figure 3.c,d); (iii) si
RY = TPP, on bouge Pj’» pour faire coincider son point le
plus a droite avec le point le plus a droite de Pij (voir la
figure 3.e). Il est clair, a cette étape, qu’il y a au plus deux
sous-régions dans chaque zone (et qu’elles appartiennent &
des régions distinctes, ainsi la taille de chaque région n’a
pas changé), qu’aucune sous-région P/ telle que i < jn’a
bougé, et que toutes les relations PO et EC sont satisfaites.

J o pi J
= 7

—®

Pij —
(e

Pij (ou B(-)

—

®

FIGURE 3 — Les boules bleues montrent toutes les configurations pos-

sibles a la fin de I’étape 1 dans une zone d’interaction Z(Pl:’) non vide : (a)

R = PO et rang(x;) = rang(x;) ; (b) R = PO et rang(x;) < rang(x;); (c)
R = EC etrang(x;) =rang(x;) ; (d) RV = EC etrang(x;) < rang(x;); (¢)
R = TPP; (f) RV € {DC,NTPP} (c’est également la configuration dans
toutes les zones d’interaction de boules secondaires). Les croix rouges in-
diquent le point d’interaction. Les boules pales en pointillés montrent les
positions possibles durant 1’étape 2 des boules secondaires les plus petites
(en vert, le cas particulier).

Etape 2 : inclusions. Pour que le scénario soit satis-
fait, il ne reste plus qu’a satisfaire les relations TPP et
NTPP entre les régions. Remarquons que nous avons ga-
ranti a I’étape 1 une connexion intérieure pour chaque rela-
tion TPP, il ne nous reste ainsi qu’a imposer les inclusions.
C’est la partie la plus difficile : nous devons couvrir toutes
les sous-régions des régions incluses sans que cela n’af-
fecte les autres entités, et nous devons également prendre
garde a ne pas annuler les déplacements précédents. Pour
ce faire, (i) nous traitons les entités dans I’ordre croissant
de leur tailles, ce qui assure que lors du traitement de x;,
plus aucune sous-région de x; avec k < i ne peut encore
bouger; et (ii) pour chaque entité, nous n’itérons pas sur ses
relations mais sur ses zones d’interaction, en gérant toutes
les boules devant se trouver 1a (puisqu’on ne reviendra ja-
mais sur une zone déja traitée). Notons que les sous-régions
de x; qui ont bougé vers une autre zone ont forcément déja
été traitées, les sous-régions pouvant uniquement bouger
vers une zone d’une entité de rang strictement inférieur.

Concretement, la procédure est comme suit. Pour chaque
i de 1 a n, on considere chaque zone d’interaction Z(P,) €
Z;. Si elle est vide, P; a bougé vers une autre zone : on ne
fait rien. Sinon, il ne peut y avoir que six configurations,
montrées dans la figure 3. Pour chaque k de i+ 1 a n, on



regarde s’il faut ajouter une sous-région de x; dans cette
zone. Ce n’est jamais nécessaire s’il y en a déja une, mais
dans le cas contraire il y a deux cas ou il faut en ajouter
une : (i) R* € {TPP,NTPP}, donc P, doit étre couverte par
une sous-région de x ; (ii) 1a zone contient une boule d’une
autre entité x;, qui a bougé ici durant I’étape 1 ou un peu
plus tot dans cette boucle, et R/* € {TPP,NTPP} (ce cas
peut concerner plusieurs boules, chacune d’une entité dis-
tincte). S’il y a au moins une boule a couvrir et aucune
sous-région de x; n’est déja présente, alors on déplace la
sous-région Py (P;) de sa position initiale (par construction,
elle n’a jamais bougé) vers Z(P,), afin qu’elle couvre toutes
les boules qui doivent étre couvertes et ne chevauche au-
cune boule qui ne doit pas étre chevauchée.

Pour ce faire, hormis dans un cas particulier, il suffit de
simplement faire coincider le centre de Py (P,) avec le point
d’interaction de Z(P;) (voir la figure 3), qui dépend uni-
quement de sa configuration a la fin de 1’étape 1. Le cas
particulier a lieu lorsque la zone a servi a imposer EC (fi-
gure 3.c,d) et qu’il faut couvrir la boule de gauche (resp.
de droite) sans chevaucher la boule de droite (resp. de
gauche). Dans ce cas, on rend P (P,) tangent au point d’in-
teraction, en positionnant son centre du cdté gauche (resp.
droit) de I’axe (voir la boule verte en pointillés dans la fi-
gure 3.c,d). On peut prouver, avec la table de composition
de RCC8, qu’aucune inclusion ni aucun chevauchement ré-
sultant de ces manipulations ne contredit les contraintes du
scénario (en particulier, si P;(P;) est plus grande que toutes
les boules présentes, alors elle les couvre toutes). ]

Par conséquent, chercher un scénario algébriquement
clos suffit a décider la cohérence de tout réseau sur TTy : le
raisonnement dans le cadre de TT. est donc complet pour
la décision de la cohérence.

4.2 Sous-classes algébriquement traitables de TT.

La proposition 7 implique que la décision de la cohé-
rence pour TT,. est dans NP (exhiber un scénario clos
prouve la cohérence d’un réseau). Cependant, puisque tout
réseau sur RCCS8 est équivalent a un réseau sur TTy. de
taille polynomiale, décider la cohérence dans le cadre de
TT est en fait NP-complet. En conséquence, nous nous
penchons dans cette section sur I’identification de frag-
ments traitables, en particulier de sous-ensembles de rela-
tions de TTy. qui sont clos par composition, intersection et
inversion — ce que 1’on appelle des sous-classes [voir Li-
gozat, 2013]. Nos résultats découlent de 1’application des
théoremes de Cohen-Solal et al. [2017a,b], qui fournissent
des conditions suffisantes a ce qu’une sous-classe d’une
multialgebre soit algébriquement traitable. Les contraintes
d’espace nous empéchent de détailler ces conditions, mais
les preuves qui suivent contiennent tous les arguments re-
quis pour les vérifier en utilisant I’article d’origine comme
référence.

Avant d’identifier les sous-classes traitables maximales
de TT., nous prouvons la traitabilit¢ d’une sous-classe in-
termédiaire, a savoir RCC8 ;1" X PAnax, avec RCC8 .« 1a
sous-algebre (non convexe) maximale pour la distributivité
de RCC8 [Long et Li, 2015] et PApax = {<,=, >, #,Bpa}.
En fait, par la preuve du résultat suivant, cette sous-classe
vérifie une propriété intéressante : pour décider la cohé-
rence, il est suffisant d’appliquer une cloture par projection,
suivie d’une cloture par composition (cette sous-classe est
simple [Cohen-Solal et al., 2017a,b]). Ce n’est pas le cas en
général; a cause des interdépendances des relations d’un
méme instant et d’instants différents, pour clore algébri-
quement un réseau, il peut étre nécessaire d’alterner clo-
ture par projection puis cloture par composition jusqu’a at-
teindre un point fixe.

Proposition 8. La sous-classe RCC8ppax™ X PAmax de TTc
est algébriquement traitable.

Démonstration. Nous affaiblissons toutes les projections
de PA (A1) vers RCC8 (A; avec i < m) : nous considé-
rons que ﬁggcs b = Brecs pour tout b € Bpa. Nous allons
prouver que la sous-classe avec des projections affaiblies
est algébriquement traitable, ce qui implique directement
que la sous-classe avec les projections d’origine 1’est éga-
lement.

Nous appliquons le théoreme de découpage de Cohen-
Solal et al. [2017a, Th. 24] sur cette sous-classe avec les
projections affaiblies, en utilisant la fonction identité pour
chaque affinement. (I) Les scénarios algébriquement clos
pour les projections affaiblies sont cohérents, par la pro-
position 7, puisqu’ils sont clos pour les projections d’ori-
gine. (II) C1 : les réseaux sur RCC8,x et PAmax qui sont
clos par composition sont minimaux [Long et Li, 2015].
(ID) C2 : 1a sous-classe est simple car (i) RCC8pnax X PAmax
(m = 1) avec les projections affaiblies est simple [Co-
hen-Solal et al., 2017a,b], (ii) entre deux relations R; et
R; sur RCC8, il n’y a aucune interdépendance directe
(I"Egggb = Breceg pour tout b), et (iii) étre clos par pro-
jection est une propriété locale. (IV) C3 : les relations -
cohérentes sont cohérentes. En effet, c’est vrai pour les re-
lations basiques (proposition 7); pour les relations non ba-
siques, on peut choisir une relation basique pour PA puis
prendre une relation compatible de RCC8 pour chaque ins-
tant indépendamment, puisque, une fois encore, R; et R;
sont indépendant lorsque i, j < m. Remarquons que 1’on
peut prendre une relation compatible de RCC8 car nous
avons Vb € Ry, 1: 30’ € Ri: b € PRecg b pour 1 <i < m,
puisque Ry, 1 C PE_ g Ri, et parce que (b',b) est cohérent.
(V) Pour finir, par des arguments similaires a ceux de la
condition C2, la sous-classe est I'-close. O

Nous identifions a présent les trois sous-classes de TTc
qui sont maximales pour la traitabilité et contiennent toutes
les relations basiques. Elles sont construites sur les sous-
classes classiques de RCCS : Hg, Cs et Qg [Renz, 1999].



Theorem 9. Les sous-classes traitables maximales de TT
qui contiennent Brecg sont Hg' X PA, Cg' X PA et Qg' X PA.

Démonstration. Soit S € {ﬁg,Cg, Qs}. Nous utilisons
le théoréme d’affinement de Cohen-Solal et al. [2017a,
Th. 26] pour montrer que S x PA est algébriquement
traitable, en I’affinant vers RCC80x™ X PApmax par H =
(hs,...,hs,hmax), avec hs I’affinement usuel de S vers les
relations basiques [Gerevini et Renz, 2002, Fig. 2] et hpax
I’affinement de PA vers les relations basiques de dimension
maximale [voir Cohen-Solal et al., 2017a]. (I) C1 : ™ x
PA est algébriquement stable par H, car (i) c’est le cas
pour m = 1 [Cohen-Solal et al., 2017a], (ii) il n’y a aucune
interdépendance directe entre les instants de la séquence,
et (iii) étre clos par projection et étre clos par composition
sont des propriétés locales. (II) C2 : RCC8ax™ X PAmax
est algébriquement traitable (proposition 8). (IIT) S™ x PA
est ’-close, en utilisant les mémes arguments que pour C1.
Par le théoréme d’affinement, S x PA est donc algébri-
quement traitable.

Maintenant, puisque ’zflg, Cg et Qg sont les trois seules
sous-classes de RCCS8 qui contiennent toutes les relations
basiques et qui sont maximales pour la traitabilit¢ (en
supposant P # NP) [Renz, 1999], Hg' x PA, Cg' x PA et
Qg' X PA sont ainsi maximales également. m]

5 Conclusion et perspectives

Nous proposons une approche générale, basée sur les
multialgebres, pour raisonner a propos des séquences tem-
porelles d’informations qualitatives, qui est plus perfor-
mante que les approches de 1’état de 1’art. Nous introdui-
sons en particulier le nouveau formalisme de la topologie
temporalisée des régions de taille constante, dont le raison-
nement est complet pour la décision de la cohérence. De
plus, nous avons identifié ses sous-classes traitables maxi-
males contenant toutes les relations basiques.

Cet article est limité aux séquences temporelles, mais
les idées présentées peuvent notamment étre appliquées
a ’approche temporellement plus expressive de Sioutis
et al. [2014], lui fournissant une procédure de raisonne-
ment complete pour les relations topologiques entre ré-
gions de taille constante.

Nous planifions de continuer I’étude de la topologie tem-
poralisée en nous intéressant a la continuité sans relation
intermédiaire, avec et sans préservation de la taille; nous
conjecturons que le raisonnement pour décider la cohé-
rence est également complet dans ces cas. Nous avons aussi
pour objectif de montrer que les multialgebres permettent
d’imposer des diagrammes de dominance [Galton, 2000],
qui sont des structures plus générales que les graphes de
voisinage, et de traiter la contrainte de continuité sans ézat
intermédiaire [Westphal et al., 2013].
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Résumé

L’extension des ensembles d’exemples est une ques-
tion importante en apprentissage automatique. En effet
quand les exemples disponibles sont en quantité limitée,
les performances des méthodes classiques de classification
peuvent diminuer, et il peut étre désirable de construire
des exemples additionnels. Dans cet article, nous considé-
rons ’'usage du raisonnement analogique, et plus partici-
lierement des proportions analogiques pour étendre les en-
sembles d’exemples. On fait I’hypothese que les classes sont
déterminées par une fonction (partiellement connue). On
examine les conditions requises sur les fonctions pour ga-
rantir une extension sans erreur des ensembles d’exemples,
dans un cadre booléen. Dans ce but, on introduit la notion
de fonctions préservant 1’analogie (fonctions PA), et nous
établissons qu’elles coincident avec la classe des fonctions
booléennes affines. Ce résultat théorique est complété par
une étude expérimentale de PA-fonctions approchées, ce qui
suggere qu’elles peuvent rester adéquates pour étendre des
ensembles d’exemples.

Mots clés : proportion analogique, extension d’ensembles
de données d’entralnement.
Abstract

Training set extension is an important issue in machine
learning. Indeed when the examples at hand are in a limited
quantity, the performances of standard classifiers may signi-
ficantly decrease and it can be helpful to build additional
examples. In this paper, we consider the use of analogical
reasoning, and more particularly of analogical proportions
for extending training sets. Here the ground truth labels are
considered to be given by a (partially known) function. We
examine the conditions that are required for such functions
to ensure an error-free extension in a Boolean setting. To
this end, we introduce the notion of Analogy Preserving
(AP) functions, and we prove that their class is the class of
affine Boolean fonctions. This theoretical result is comple-

ted with an empirical investigation of approximate functions

AP, which suggests that they remain suitable for training set

extension.

Keywords : proportion analogique, training set exten-
sion.

1 Introduction

La capacité a apprendre a partir de peu d’exemples est
une faculté importante du cerveau humain, et joue un grand
rdle dans 1’élaboration des catégories cognitives chez 1’en-
fant [14]. Cela contraste avec les algorithmes en apprentis-
sage qui habituellement requierent des ensembles de don-
nées suffisamment grands. Le question d’apprendre partir
de quelques exemples n’est pas nouvelle, voir par exemple
[12] dans le contexte de la reconnaissance des formes.

Le raisonnement analogique, qui est reconnu comme un
moyen puissant d’établir des paralleles entre des entités
apparemment indépendantes, peut également étre employé
pour construire de nouveaux exemples a partir d’un petit
ensemble de données [2].

L’analogie a une longue histoire et a été principalement
étudiée d’un point de vue psychologique [9, 13], mais des
modélisations logiques ont aussi été introduites : ainsi [10]
a donné une modélisation de 1’analogie en logique du pre-
mier ordre qui apparait trop restrictive, et une approche
plus sophistiquée basée sur une logique d’ordre supérieure
a été proposée [15], qui correspond a la I’idée de la théorie
de la mise en parallele de structures (“structure mapping
theory") de [13].

En suivant des idées venant de 1’anthropologie structu-
raliste [17] et de la linguistique computationelle [18, 30],
une modélisation en logique propositionnelle des propor-
tions analogiques, i.e., des énoncés de la forme “a esta b



ce que ¢ est a d”, a été introduite par [23, 25]. L’approche
du raisonnement analogique basée sur les proportions, dont
I’intérét cognitif a été souligné depuis longtemps [27], a
aussi montré qu’elle pouvait présenter un intérét en classi-
fication sur problemes tests [1, 4].

Les auteurs de [16] ont montré que ce type de processus
de classification analogique pouvait étre formalisé en deux
grandes étapes : Tout d’abord une extension analogique
d’un ensemble de données est construite (comme expliqué
en Section 3), et ensuite un algorithme de type k-NN est ap-
pliqué a cet ensemble de données étendu. Comme on peut
s’y attendre, les performances du classifieur analogique dé-
pendent grandement de la qualité de 1’extension. Dans cet
article, on introduire la classe PA des fonctions préservées
par ’analogie qui garantissent une extension sans erreur.

L’article est organisé comme suit. En Section 2 nous pro-
posons une vue d’ensemble des différentes méthodes cou-
ramment utilisées pour étendre un ensemble de données.
En Section 3 on rappelle des éléments de base sur 1’ana-
logie et son expression en logique booléenne (sous forme
de proportion analogique), en pointant I’existence de deux
modélisations potentielles. On rappelle aussi le processus
d’extension d’un ensemble de données par 1’analogie et on
introduit la notion de fonctions PA. La Section 4 porte sur
la caractérisation théorique des fonctions PA. En section 5
on définit et on étudie empiriquement les fonctions PA ap-
prochées. On montre ensuite leur intérét pour I’extension
des ensembles de données en pratique.

2 Extension d’un ensemble de données

L’extension d’un ensemble de données (“training set”)
d’un référentiel donné X est une idée simple pour amé-
liorer les capacités de généralisation d’un classifieur. Il
s’agit d’ajouter a un ensemble de données S de nouveaux
exemples, mais en veillant a préserver la qualité de S .

Formellement, on part d’un ensemble S = {x® € X]|i €
[1,n]} d’exemples (n est supposé petit), ot x@ est un éle-
ment d’un produit cartésien X = X; X ... X X,,. A chaque
élément x € S, on associe une valeur de la fonction cible
f(x?) = y® € Y. En cas de régression, y € R, eten cas de
classification y appartient & un ensemble fini et est appelé
“classe” ou étiquette.

Plusieurs méthodes ont été proposées pour étendre un
ensemble de données avec de nouveaux exemples. On peut
ainsi obtenir un nouvel exemple en partant de 1, 2 ou 3
exemples connus.

1. Avec un seul exemple, une fagon naturelle de procé-
der est d’utiliser I’approche classique par voisinage :
étant donné I’exemple (a, f(a)), on peut générer un
nouvel exemple (b, f(b)) ou b est proche de a et f(b)
est proche de f(a). En classification, f(b) peut étre
choisi comme f(a).

2. Avec deux exemples, I’option précédente reste appli-
cable et conduit a interpoler le nouvel exemple a par-
tir des deux qui sont donnés. Une option un peu dif-
férente est la procédure dite de “Feature Knockout”
[32], qui consiste a construire un troisieme exemple
en modifiant un attribut choisi au hasard du premier
exemple par sa valeur dans le second exemple. Ce
procédé possede des propriétés intéressantes et est en
fait équivalent a une technique populaire de régula-
risation (Tikhonov) en régression linéaire. Une idée
apparentée est utilisée dans un proposition récente
[5] qui introduit une mesure d’étrangeté (“oddness”)
par rapport a une classe qui est calculée sur la base de
paires constituées de deux plus proches voisins dans
la méme classe ; la méthode revient a remplacer les
deux voisins par un représentant fictif de la classe.

3. Avec trois exemples (a, f(a)), (b, f(b)), (c, f(c)), les
options précédentes restent possibles et conduisent
a construire un quatrieme exemple qui est dans un
certain sens entre les trois autres : nous avons encore
une forme d’interpolation. Un idée assez différente
est d’extrapoler le quatrieme item sur la base d’une
proportion analogique [2]. Dans cette perspective, le
quatrieme élément n’est pas nécessairement dans le
voisinage des trois autres.

Dans cet article, nous étudions cette derniére option en pro-
fondeur. Cet article est la version frangaise de [6].

3 Proportions analogiques pour I’extension
d’ensembles de données

Comme indiqué plus haut, les classifieurs analogiques
[16] étendent d’abord 1’ensemble des données, puis ap-
pliquent une procédure type k-NN a I’ensemble de données
ainsi augmenté. Dans la suite, on se focalise sur la premiére
étape, 1’extension étant basée sur la notion de proportion
analogique.

L’idée de proportion fut introduite dans la Greéce An-
cienne dans un cadre numérique avec en particulier les
exemples de :

1. la proportion arithmétique, ou «a,b,c,d sont en
proportionsia—b=c—d;

2. la proportion géométrique, ol a,b,c,d sont en
proportion si ¢ = £

b~ d

Ces exemples capturent implicitement 1’idée de proportion
analogique qui correspond a un énoncé de la forme a est a
b comme c estad.

Dans cette section, on rappelle tout d’abord les proprié-
tés de base des proportions analogiques, et on décrit ensuite
le processus de construction de I’extension analogique d’un
ensemble de données. Dans la suite, X dénote un ensemble
non vide, et les éléments de X seront dénotés par des lettres
minuscules a, b, ¢, d, . .. De plus, les m-uplets (ou vecteurs)



sur X seront notés par lettres en caracteres gras a, b, ¢, d,
...la i-eme composante d’un m-uplet a sera noté a;.

3.1 Proportions analogiques

Comme leur contrepartie numérique, une proportion
analogique ! sur un ensemble non vide X est une rela-
tion quaternaire A sur X qui satisfait les 3 axiomes suivants
[11,19]:

1. Identité : pour tout a,b € X, A(a, b, a, b).

2. Symétrie : pour tout a,b,c,d € X, si A(a,b,c,d),

alors A(c,d, a, b).

3. Permutabilité centrale : pour tout a,b,c,d € X, si

A(a, b, c,d), alors A(a, c, b, d).
11y a différentes manieres de définir une analogie sur un en-
semble X, selon la structure sous-jacente et les opérateurs
disponibles. Dans [22, 30, 21], on trouvera des exemples
pour des structures matricielles, des mots sur un alphabet,
des treillis, etc. Quand X = B = {0, 1}, des expressions lo-
giquement équivalentes de la proportion analogique ont été
données [23, 25] :

A(a,b,c,d)ysi(aN—b e cAN=d)AN(maANb e =cAd)
ou de maniere équivalente, si
(andeobAc)AN(avVde bVo),

ol < est le connecteur d’équivalence : x < x’ = 1 si
x = x’ et 0 sinon. La premiere expression exprime que a
differe de b comme c differe de d et inversement b differe
de a comme d differe de c. La seconde équivalence traduit
le fait que I’analogie se comporte comme une proportion
numérique pour ce qui est des extrémes et des moyens.
Nous ferons référence dans la suite a ce modele boo-
léen de 1’analogie comme le modele standard. En fait, il
y a d’autres modeles de 1’analogie qui satisfont les trois
axiomes qui peuvent étre construits dans B [24]. Parmi eux,
un présente un intérét particulier : il s’agit du modele pro-
posé dans [17], qui est obtenu en relaxant le modele stan-
dard sous la forme (a < b) < (¢ < d). On référera aux
modeles standard et de Klein par As et Ay respectivement.
Contrairement au modele standard, celui de Klein satisfait
une propriété apparemment attractive : Ay (a, —a, b, =b).
La Table 1 montre les 8 lignes ou les proportions du
modele de Klein tiennent. Pour les 8 configurations de va-
leurs de a, b, c, d restantes qui n’apparaissent pas dans la
table, aucune ne correspond a une proportion valide pour
aucun des deux modeles. On peut voir que le modele de
Klein, quoique attractif & premiere vue, obéit a la propriété
suivante qui ne semble pas naturelle pour une analogie :
Ag(a,b,c,d) — Ax(b,a,c,d). 1l se trouve cependant
que tous les résultats théoriques dans cet article seront va-
lides a la fois pour le modele standard et le modele de

1. dans le reste de I’article, le terme analogie signifie toujours propor-
tion analogique.

‘abcd‘As‘Aq(‘
00 0 01 1
1 11 1|1 1
001 1(1]1
1 1 0 01 1
010 1(1]1
1 01 0|11
011 0j0]1
1 00 110]1

TaBLE 1 — Valuations de @ : b :: ¢ : d pour le modele standard
et le modele de Klein de 1’analogie. Les valuations manquantes
donnent O pour Ags et Ax.

Klein ; on utilisera la notation a : b :: ¢ : d qui vaudra pour
As(a,b,c,d) ou Ax(a, b, c,d) indifféremment. En Section
5, on verra cependant que, en dépit de propriétés théoriques
similaires, les résultats empiriques montrent que le modele
standard est préférable.

On peut vérifier sur la Table 1 que As et Ay satisfont
aussi une sorte de propriété d’indépendance au codage :

a:b:c:d = -a:-b: -c:—d,

ce qui garantit que O et 1 jouent des roles symétriques.
Notons par ailleurs que les analogies sur I’ensemble X in-
duisent une analogie sur X ou pour a, b, c,d € X",

a:b:c:dsia;:b; i dpour chaquei € [1,m].

A partir de cette définition et en utilisant la Table 1 on
peut déduire la propriété suivante qui sera utilisée dans de
futures preuves :

Property 1. Pour tout a,b,c,d € B" telquea : b :: ¢ : d,
on a h(a,b) = h(c,d), h(a,c) = h(b,d) et h(a,d) = h(b, ¢),
on h(x,x’) est la distance de Hamming, définie comme le
nombre de composantes qu’on doit changer pour transfor-
mer X en X' (ou 'inverse).

3.2 Equation analogique et principe inférentiel

Une fois la notion de proportion analogique définie sur
un ensemble X, étant donnés 3 éléments a, b, ¢ de X, 1’exi-
gence que la relation a : b :: ¢ : x soit vraie définit une
équation ou x est I’inconnue. Selon I’ensemble X, 1’analo-
gie A et les éléments a, b, ¢ € X, on peut rencontrer une des
trois situations : I’équation n’a pas de solution, 1’équation
a une solution unique, ou 1’équation a plusieurs solutions.

Dans le cas booléen, As(a, b, c, x) a une solution si et
seulement si (a < b)V (a < c¢) est vrai. Ainsi As(1,0,0, x)
et As(0,1,1,x) n'ont pas de solution. Quand la solution
existe, elle est donnée par x = (a < b) < c ou plus sim-
plement par x = ¢ sia < b, et par x = b si a < c. Notons
que pour A, I’équation a toujours une solution.



Le processus de résolution d’équation analogique joue
un role essentiel dans le principe d’inférence analogique
qui peut s’écrire schématiquement comme suit :

a:b:c:d
f@): f(b):: f(e): f(d)’

pour des m-uplets a, b, c,d € X" et une fonction f: X" —
X. En essence, il pose que si des m-uplets a,b,c,d € X™
sont en analogie, alors leurs images par f (et dans notre
cas, leurs étiquettes) sont aussi en analogie. Ce principe
peut étre vu comme un cas particulier d’un autre principe
appelé quelquefois saut analogique [10]; voir [26] sur ce
point.

Le principe d’inférence analogique requiere que la fonc-
tion f satisfasse deux conditions :

(1) I’équation f(a) : f(b) :: f(c) : y a une solution

quanda: b :: ¢ : d tient,

(i1) la solution y est égal a f(d).

Dans la sous-section suivante, on rappelle comment ce
principe peut étre utilisé pour prédire des valeurs inconnues
et étendre un jeu d’essai. Dans le reste de 1’article on se
focalise sur le cas booléen (X = B), et on recherche une
caractérisation compleéte des fonctions booléennes qui sont
complétement compatibles avec ce principle.

3.3 Extension d’un jeu d’essai par analogie

Etant donné un jeu d’essai S C B™ et une fonction
f: B™ — B, on définit ce qu’on appelle ’extension ana-

logique de S utilisant f, comme suit :
Es(f) = {xeB"|3(a,b,c) € S3, a:b:c:xet
f(@): f(b) :: f(c) : y aune solution}

Intuitivement, Eg (f) peut étre vu comme 1’ensemble de
tous les x € B qui sont en analogie avec au moins un
3-uplet dans S, pourvu que 1’équation sur les étiquettes as-
sociées soit aussi soluble. Il est clair que S € Eg(f), et
on dénote Eg(f) \ S par EZ(f). Chaque élément de Eg(f)
recoit une étiquette analogique X;. Pour les éléments de
E5 (f), X7 est défini comme la prédiction la plus commune
parmi les solutions candidates y. Pour les éléments de S,
on rend simplement pour X la valeur f(x) qui est connue.
Voici une description algorithmique du processus :

1. Tout d’abord, ajouter chaque x € S a Eg(f). Alors,
pour tout a,b,c € S tel que f(a) : f(b) :: f(c) : yest
soluble et tel qu’il existe x € B"\S witha:b ::c:x,
ajouter x a Eg(f) et conserver y comme un candidat
pour X;. Techniquement x € ES (f).

2. Puis pour chaque x € E%(f), effectuer une procé-
dure de vote majoritaire : prendre pour Xy le can-
didat le plus commun parmi toutes les solutions y
en cas de d’ex-&quo, prendre une des valeurs au
hasard). Pour les éléments de S, Xy est simplement

Jx).

L’extension analogique peut alors &tre utilisée, comme
un ensemble de données augmenté, par n’importe quel
classifieur, en utilisant les étiquettes analogiques calculées
comme si ¢’était la vérité terrain [16]. Il est donc naturel de
s’attendre & ce que pour chaque x € E§(f) on aitXy = f(x).
La notion de fonction PA va nous aider a formaliser cette
espérance.

3.4 Fonctions préservant I’analogie

Definition 1. On dit que I’extension Eg (f) est saine siX; =
Sf(X), pour chaque x € Eg(f). Aussi, si Es(f) est sain pour
tous les S C B™, on dit alors que f préserve I’analogie
(on parle alors de “PA fonction”).

La Proposition 1 fournit une définition équivalente des PA
fonctions.

Proposition 1. Une fonction f: B™ — B est PA si et seule-
ment si pour tout a,b,c,d € B", f satis fait la condition
suivante :

f@) : f(b):: f(c) : y est soluble = y=/@

{a :buc:det
Démonstration. si f satisfait cette condition, alors il est
clair d’apres la sous-section 3.3 que pour tout S C B™ et
x € Eg(f), tous les candidats y pour X; sont égal a f(x),
aussi X sera toujours f(x), ce qui rend la fonction f PA.

Si f ne satisfait pas cette condition, alors il existe a, b, c,
etd € B" telsque a : b :: ¢ : d mais la solution y pour
f@) : f(b) :: f(c) : yn’est pas égal a f(d). En prenant
So = {a,b, c} on obtient E;O(f) = {d}, et puisque H_f =y #
f(d), Eg,(f) n’est pas saine, alors f n’est pas PA. O

Si f est PA, alors I’extension Eg (f) est saine pour tout S,
c’est donc une extension pertinente de S qui peut étre uti-
lisée en toute confiance pour la classification. Dans la suite
de I’article, on apporte une réponse au probléme suivant :

Probleme 1. Donner une description complete des fonc-
tions f: B™ — B qui assurent une extension Eg(f) saine
pour tout jeu d’essai S C B™. En d’autres termes, il s’agit
d’identifier toutes les PA fonctions.

Notons tout d’abord que beaucoup de fonctions “naturel-
les” ne sont pas PA. Considérons par exemple la fonction
binaire f(x1, x2) = x; A x», avec a, b, ¢, d € B? donnés dans
laTable2.Onaa:b:c:detf(a): f(b):: f(c):ye
st soluble, mais la solution est y = 0, qui est différente de
f(d) = 1, donc f n’est pas PA. Cela est a relier au fait que
les proportions analogiques ne sont pas stables par combi-
naison conjonctive. Ce serait aussi le cas pour la disjonc-
tion [25].

Dans la section suivante, on présente une description
complete des fonctions PA et on répond ainsi au Probleme
L.



| x| fO) ]
a0 O 0
b| 0 1 0
c|1 O 0
d| 1 1 1

TaBLE 2 — f(x1, x2) = x; A x, n’est pas PA.
4 La classe des fonctions PA

11 nous faut tout d’abord rappeler quelques notions de
base de la théorie des variables essentielles pour les fonc-
tions.

4.1 Variables essentielles et sections de fonctions

Pour i € [1,m], @ € B et ¢ € B, soit &{m-uplet de B"
obtainu en remplagant @; par ¢ dans a@. Une variable x; est
dite inessentielle dans f: B" — B si pour tout @ € B"
etc € B, f(af) = f(a;). Sinon, x; est dite essentielle
dans f, ou encore que f dépend de x;. En termes simples,
une variable essentielle est une variable qui a la capacité
de changer la valeur de f. Par exemple dans f(x, x5, x3) =
X1 A x3, x1 et x3 sont des variables essentielles tandis que
X, est inessentielle. On notera ess(f) le nombre de variables
essentielles de f (ou arité essentielle).

Deux fonctions f: B” — B et g: B” — B sont dites
équivalentes s’il existe deux applications o: [1,n] —
[1,m]eto’: [1,m] — [1,n] telles que

fxp, ..
glxi,..

. x(,(,,)) et

< xa’(m))'

> Xm) = 8(Xe(1ys - -

S Xp) = f(x(r’(l)a~-

En d’autres termes, f et g sont équivalentes si I’une peut
étre obtenue a partir de 1’autre par permutation des va-
riables, addition de variables inessentielles, ou identifica-
tion de variables inessentielles. Par exemple, f(x], X, X3) =
X1 A x3 et g(x;,x) = x; A xp sont des fonctions équiva-
lentes. Notons que deux fonctions équivalentes ont néces-
sairement le méme nombre de variables essentielles. Pour
plus de détails sur la théorie des variables es sentielles de
fonctions, voir [8, 7, 28, 31].

Dans nos démonstrations, on utilisera la propriété sui-
vante :

Property 2. Soit f: B" — B et g: B" — B des fonctions
équivalentes. Alors f est PA si et seulement si g est PA.

Ceci peut étre vérifié en remarquant que 1’analogie dans
B™ est définie composante par composante, que la permuta-
tion de variables n’a pas d’effet sur les équations et leur so-
lution. De plus, la manipulation de variables inessentielles
ne change pas la valeur de la fonction f, et donc la pro-
priété PA tient encore.

Nous définissons maintenant le concept de section d’une
fonction, aussi connu sous le nom de restriction, ou encore
de maniere quivalente comme le résultat d’une application
partielle en informatique. Soit f une fonction B” — B, et
(I,J) une partition de [1,m]. Pour x € B” et @ € BV, la
I-section (ou simplement la section) f}": BY — Bestla
fonction qui est obtenue en fixant toutes les variables de /
aux valeurs des composantes de @. Notons que I'arit€ de f}"
est |J], et que ess(f;") < ess(f). Par exemple, considérons
la fonction f a trois variables : f(xy, x2, x3) = (x1 Axz) V x3.
La section f{(llyéol) est définie par f[(llyf))(xz) =(1Ax)V0 = x;.

Un résultat important a propos des sections qui sera uti-
lisé dans les autres preuves est énoncé par la Propriété 3,
qu’on peut vérifier en notant que x : x :: x : x pour tout
xeB:

Property 3. Si f: B"™ — B et PA, alors toute section de f
est aussi PA.

4 ¢

Dans ce qui suit, I’opérateur ET, ‘A’, sera noté *-” pour se
conformer a une notation algébrique. De plus, ‘+’ dénotera
maintenant 1’addition modulo-2, équivalente a 1’opérateur
XOR. Notons que x + 1 = —x.

4.2 Les fonctions affines

Nous sommes maintenant en position d’examiner des
exemples de fonctions PA. Nous allons montrer que toute
fonction affine est PA.

Proposition 2. Soit L la classe de toutes les fonctions af-
fines, i.e. les fonctions de la forme :

fxg,..

X)) =X+ @y Xyt a,

avec ay, . ..,ay,a € B. Toute fonction affine (aussi appelée
linéaire quand a = 0) est PA.

Démonstration. Soit f: B™ — B € L. En remarquant que
f est PA si et seulement si f + 1 = —f est PA, on peut sup-
poser sans perte de généralité que a = 0. De plus, en consi-
dérant que f dépend essentiellement de n < m variables (n
est le nombre de a; égal a 1), f est équivalente a la fonc-
tion g: B" — B définie par g(x1, -+, Xx,) = x| + -+ + Xp.
En prenant en compte la Propriété 2, on a juste a prouver
que g est PA pour montrer que f est aussi PA.

La fonction g a la propriété remarquable’ que
si on change la valeur de n’importe quel x; cela
change la valeur de g : V;, g(xi,-+-,xp,-,%,) =
—g(xy, - -, X,). Compte tenu de cette propriété, il
est facile de voir que :

s Xy 0

Vx,x' € B", g(x) = g(x') & h(x,x) est pair,

2. Ceci est la raison pout laquelle les fonctions affines conduisent a
des problemes de classification qui sont, en fait, hautement non linéaire-
ment séparables.



ou A est la distance de Hamming.

Soit a,b,c,d € B" tels que les deux hypotheses de la
définition de PA soient satisfaites, i.e.

a:b:c:d et g(a):g):g(c):y estsoluble.

Comme I’équation est soluble, la Table 1 nous indique
qu’il y a trois cas possibles (on utilise la Propriété 1) :

1. g(a) = g(b), et dans ce cas la solution est y = g(c).
Comme g(a) = g(b), alors h(a, b) est pair, ainsi que
h(c,d). Alors, g(c) = g(d) ety = g(d).

2. g(a) = g(c), et dans ce cas la solution est y = g(b).
Comme g(a) = g(c), alors A(a, ¢) est pair, ainsi que
h(b,d). Donc g(b) = g(d) ety = g(d).

3. —g(a) = g(b) = g(c), et dans ce cas la solution est
y = g(a). Comme g(b) = g(c), alors (b, ¢) est pair,
ainsi que h(a, d). Donc g(a) = g(d) et y = g(d).

Le troisieéme cas est seulement pertinent pour le modele
de Klein. Dans tous les cas on a y = g(d), ce qui montre
que g est PA, et par suite tout f € L. O

4.3 Une description complete des fonctions PA

Nous venons de voir que toute fonction affine est PA.
Nous allons maintenant établir un résultat plus fort : les
fonctions affines sont les seules fonctions PA.

Pour cela on va utiliser la représentation polynomiale
des fonctions booléennes. Un mondme est un terme de

la forme :
X = nxi,

pour un ensemble quelconque possiblement vide d’entiers
positifs 7, ou |I] est appelé le degré de x;. On prend la
convention que 1 est le mondme vide xy. Un polynome
est une somme de mondmes et son degré est le plus grand
degré de ses mondmes. Il est bien connu [29, 33] que toute
fonction f : B™ — B est représentée de facon unique
par un tel polyndme, aussi appelé sa Forme Normale Al-
gébrique :

SO, x) = Z ap - Xy

I<{l,...,m}

N

ou chaque a; appartient a B. Notons que la fonction
constante 0 est représentée par agp - Xg avec ap = 0. Le degré
d’une fonction f : B™ — B, noté d(f), est défini comme le
degré du polyndme unique représentant f.

Notons que la classe des fonctions de degré au plus 1
est exactement la classe L des fonctions affines, qui sont
PA. On va montrer que la classe des PA fonctions est la
classe des fonctions affines en prouvant que si une fonction
f est PA, alors d(f) < 1. On considere d’abord le cas ou

d(f) =2.

Property 4. Soit f: B™ — B avec d(f) = 2. f n’est pas
PA.

Démonstration. Considérons f avec d(f) = 2 et ess(f) >
2. On note x; un des mondmes de f de degré 2. On consi-
dere la section jy ou J = [1,m] \ I, ou 0 dénote le vecteur
constant 0 in BY!. Toutes les variables qui ne font pas par-
tie du mondme X; ont été mises a 0. La section f}) a un
mondme unique de degré 2 (x;) et ess(f) = 2. fj0 est néces-
sairement équivalente a une des fonctions suivantes :

fikL ) =x-0n+a
LX) =x1-x+x +a

AL =x - n+x+xn+a

Il est assez facile de trouver des exemples de a, b, ¢, d € B2
pour montrer qu’aucune de ces fonctions n’est PA (voir la
Table 2), so f} ne peut pas étre PA non plus. Comme [ est
une section f, f n’est pas PA. m|

Ce dont nous avons besoin maintenant c’est d’une pro-
priété qui nous permettrait de décroitre le degré d’une fonc-
tion sans changer sa propriété PA. C’est le role de la Pro-
priété 5.

Property 5. Soit f : B" — B une fonction telle que d(f) =
k > 2. Alors il y a une section g de f telle que d(g) = k— 1.

Démonstration. Supposons que d(f) = k > 2, et soit X; un
mondme de f de degré maximum, i.e. |I| = k. A nouveau,
considérons la section g = f;’ ouJ =[1,m]\ I et 0 dénote
le vecteur constant 0 de BV, 11 est clair que g est repré-
senté par un polyndme qui a un unique mondme de degré
maximal k, ¢’est-a-dire x;, et peut-&tre quelques autres mo-
nomes de degré strictement inférieur a k. Prenons uni € [ :
alors g’ = g{li} est une section de g de degré (et d’arité) k—1.
Comme g’ est une section de g, c’est aussi une section de
f, ce qui complete la preuve. O

Nous sommes maintenant en position d’établir le résultat
principal.

Proposition 3. La classe des fonctions PA est la classe L
des fonctions affines.

Démonstration. Nous avons vu que toute fonction affine
est PA, i.e. si d(f) < 1, alors f € PA. D’autre part, la
Propriété 4 nous dit que si d(f) = 2, alors f ¢ PA. Aussi
supposons que d(f) > 3. Par des applications successives
de la Propriété 5, il s’ensuit que qu’il y a une section g de
f avec d(g) = 2. Comme g n’est pas PA, f n’est pas PA
non plus a cause de la Propriété 3. En résumé, si d(f) > 2
alors f n’est pas PA, at donc la classe des fonctions PA est
exactement L. O

On peut donc apporter une réponse finale au probleme
initial : 1a classe des fonctions qui assurent une extension



saine pour tout jeu d’essai S C B” est la classe L des
fonctions affines. Si la fonction n’est pas affine, alors il
existe un jeu d’essai So € B™ pour lequel Eg (f) n’est pas
saine.

Cependant, tandis que ce résultat théorique est intéres-
sant en soi, il est évident que les fonctions purement affines
ne sont pas représentatives de ce que 1’on peut rencontrer
dans la réalité. Ceci conduit au Probleme 2 : Que reste-
t-il de la qualité de I’extension analogique Eg(f) quand
f s’écarte d’étre PA de différentes manieres ? Le but de
la section suivante est de commencer a étudier empirique-
ment cette question.

5 Fonctions approximativement PA et expé-
riences

Ici, nous étudions d’abord la qualité de 1’extension ana-
logique quand la fonction f n’est pas exactement affine.
Etant donné un échantillon S, nous définissons w(S, f) (ou
simplement w) comme la qualité de I’extension Eg (f) :

(S, f) = Py [Xr = f)]

ou Py est la distribution uniforme sur B"™.

Ici, x € B™ est considérée comme une variable aléatoire.
Par définition, w(S, f) = 1 pour tout S si et seulement si f
est PA. 11 est clair que w(S, f) = w(S,—f) pour tout S et
pour toute f, simplement a cause de la propriété de code
independance (voir Section 3.1).

Etant données 2 fonctions booléennes f et g, on définit
leur distance comme dist(f, g) = Px[f(x) # g(x)]. On dit
que f est e-proche de g si dist(f,g) < €, et que f est e-
proche d’un ensemble X s’il dg € X telle que f est e-proche
de g.

Nous étudions les variations de w quand f est e-proche
de L. En fait, comme 1’ensemble des fonctions affines est
constitué de I’ensemble des fonctions linéaires ainsi que
de leurs compléments, des propriétés de w, on déduit qu’il
suffit de considérer que f est e-proche de I’ensemble des
fonctions linéaires. Ce qui est trés utile car, en pratique, on
peut utiliser le test BLR [3] qui permet d’interroger une
fonction partiellement connue pour découvrir si elle est e-
proche de I’ensemble des fonctions linéaires.

Partantde g: B® — B linéaire définie comme g(x) = x,+
-+ -+ xg, on introduit du bruit en niant certaines entrées g(x)
avec une fréquence €. On obtient ainsi une fonction f qui
est nécessairement e-proche de ’ensemble des fonctions
linéaires.

Dans la Figure 1, nous présentons les valeurs de w(S, f¢)
avec le modele Standard pour differentes tailles de S (ex-
primées comme un pourcentage de |B”|). Les résultats sont
des moyennes sur 50 expériences. D’autres exprériences
ont été faites avec d’autres fonctions linéaires (i.e. avec
moins de variables essentielles ou avec une arité diffé-
rente). Les résultats obtenus sont similaires.

1.0

0-9*%":&‘.

i |S|=10%

e
BLEE g Y ia |8 =20%
0.7 \\\ sa [5|=40%
0.6 AL o—e |S|=60%
I _— L
0.5 i i | = = —mf:%\;g—
0.0 0.1 0.2 03 0.4 05

FiGure 1 — Valeur de w pour des fonctions e-proches de L.

’ | ws | wx | Bs | Bx |

Monk 1 | .96 | .96 | .73 | .62
Monk 2 | .96 | .84 | .69 | .60
Monk 3 | 98 | 95 | .87 | .77

TaBLE 3 — w et B pour les modeles Standard et Klein sur le pro-
blemes Monks.

Notons qu’il suffit de considérer € € [O, %], car si g est

e-proche de L, =g est (1 — €)-proche de L et les 2 fonctions
ont donc le méme w, ainsi les courbes sont symétriques par
rapport a I’axe € = %

Quand € = 0, on obtient w = 1, comme attendu par
la Proposition 3. On observe une décroissance presque li-
néaire en w quand e varie de 0.3 — 0.4 puis conduisant a un
plateau ot w = %, indiquant que les labels analogiques X¢
sont plus ou moins aléatoires. De plus, w décroit plus vite
pour de petits échantillons S.

Cela est du au fait que les labels X; résultent d’un vote
majoritaire et que le nombre de candidats devient plus petit
quand |S| décroit, altérant ainsi la qualité de la prédiction.
Reste a déterminer une dépendance fonctionnelle entre w,
eet|S].

Maintenant, notons que, méme si la fonction f est loin
d’étre PA, la qualité w de I’extension Eg(f) peut rester
haute.

Pour illustrer ce fait, définissons la valeur S qui sera un
indicateur de combien f est loin d’étre parfaitement PA.
Pour chaque x € E¢(f), on définit Bx comme la proportion
de candidats y menant au label correct, i.e. la proportion de
y tels que y = f(x). B est définie comme la moyenne de
tous les Bx. Clairement, la fonction f est PA si et seulement
si 8 = 1 pour tout S, i.e. si fx = 1 pour tout x € Eg(f) et
pour tout S.

La Table 3 donne les valeurs de w et 8 pour les modeles
Standard et Klein (respectivement wg, wx, Bs et Bx) sur
3 jeux de données du dépot UCI, précisément les 3 pro-
blémes ‘Monk’ 3 [20]. Les résultats sont une moyenne sur
100 experiences, ou S est a chaque fois choisi aléatoire-
ment comme 30% de I’univers X.

On observe que sur chaque jeu de données, S est signifi-
cativement plus petit que 1. Cela suggere que les fonctions

3. Comme ils sont nominaux, nous les binarisons.



sous jacentes sont hautement non PA, car en moyenne, il y
a une grande proportion (aux alentours de 20%) de candi-
dats y qui prédisent le mauvais label. Cependant, ws n’est
jamais plus petit que 96%, ce qui génere des extensions de
bonne qualité. C’est 1a que le vote majoritaire entre en jeu :
dans certains cas, ce vote compense les fausses prédictions.
C’est ce qui se produit dans 96%, 96% et 98% des cas res-
pectivement.

Ici encore, nous cherchons a obtenir des garanties théo-
riques sur cette procédure de vote majoritaire.

Notons aussi que le modele de Klein produit des résul-
tats de la méme qualité ou de qualité inférieure au modele
standard. Cela suggere que le modele standard, qui définit
la mé&me classe de fonctions PA, est plus utile en pratique.
Notons que la différence entre ws et wy a été observée de
maniere consistante au travers de diverses expériences que
nous ne mentionnons pas ici faute de place. Cela pourrait
s’expliquer par le fait que le modele de Klein satisfait une
propriété peu attendue d’une analogie : Ax(a, b,c,d)
Ax(b,a,c,d).

6 Conclusion et pistes futures

Dans ce papier, nous avons démontré l'int’erét de
I’usage des proportions analogiques pour étendre un échan-
tillon de valeurs booléennes. Nous avons introduit la notion
de fonctions PA, qui sont les fonctions pour lesquelles nous
sommes sirs d’obtenir une extension sans erreur. Apres
avoir identifié la classe des fonctions PA comme étant celle
des fonctions linéaires, nous avons discuté comment un tel
résultat théorique pourrait étre utile dans les cas r’els.

Nous avonsétudié 2 manieres de dévier du cas PA. Pre-
mierement, en étudiant les fonctions approximativement li-
néaires et en observant les variations dans la qualité de I’ ex-
tension analogique.

Deuxieémement, en étudiant des ensembles de données
dont la fonction sous jacente est clairement non linéaire
mais pour lesquels les classifieurs analogiques sont perfor-
mants. Ces 2 investigations empiriques suggerent que nous
devons rechercher des garanties théoriques sur la qualité de
I’extension analogique dans ces 2 contextes.

11 est aussi clair que ce type de résultat doit aussi étre
recherché pour des attributs nominaux (et pas seulement
booléens.)
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Résumé

Cet article concerne les problemes répétés de décision
multi-critere. Il s’agit plus précisément des probléemes de
choix, tel que le choix d’une voiture, d’un fauteuil roulant,
ou le choix d’études post-bac, qui se répeétent fréquemment,
avec des acteurs et dans des contextes différents, mais tou-
jours autour du méme type d’alternatives. Dans ces pro-
blemes, les alternatives sont décrites par un ensemble d’at-
tributs qui reste fixe. Chaque nouveau cas de décision cor-
respond a un ensemble de facteurs concernant les acteurs de
la décision, le contexte, I’environnement, les contraintes et
les niveaux d’importance des criteres. Cet article identifie
deux types de criteres de décision et propose pour chacun
un modele local défini par un réseau bayésien. Le réseau
bayésien obtenu pour un probleme répété de décision multi-
criteres peut étre utilisé pour n’importe quel cas de décision.
Il permet d’une part d’évaluer une alternative en fonction du
cas de décision et d’autre part, de fournir des conseils sur les
attributs des alternatives qui soient bien adapté aux caracté-
ristiques du cas de décision.

Abstract

A repeated " multi-criteria decision problem is a choice
problem that occurs frequently, regarding always the same
kind of alternatives, but with different actors and context.
Examples of such problems are the choice of a car, or a
wheelchair, or studies continuation. In those problems, the
alternatives are described by a set of attributes that remain
fix; each new decision case includes information about the
actors of the decision, the context, the environment, and the
values of constraints and importance of criteria. This pa-
per identifies two kinds of decision criteria and proposes a
specific local structure of a Bayesian network for each of

1. Since this problem seems never to be addressed in the literature,
there is no usual term to define it. In previous papers[8], we proposed the
term recurrent multi-criteria decision problem; further to several remarks,
we prefer now the term repeated, despite it is mostly used to refer to
decision problems where a decision maker has to deal several times with
the same kind of decision

them. The obtained Bayesian network obtained for a re-
peated multi-criteria decision problem can be used for any
decision case. First, it allows the evaluation of an alterna-
tive according to the criteria and the decision case. Second,
it provides guidance about the attributes of alternatives that
best suit to the decision case characteristics.

1 Introduction

Les problemes de décision multi-criteres sont fréquents
dans la vie quotidienne : acheter des chaussures, tout
comme se poser la question “qu’est-ce qu’on mange ce
soir? ” sont des décisions qui dépendent de plusieurs cri-
teres éventuellement conflictuels, et de différents para-
metres concernant le contexte, les acteurs, etc. Répondre
a ces questions nécessite de combiner ces €léments pour
trouver un compromis satisfaisant. Ce type de probleme se
répete de nombreuses fois et chaque nouveau cas de déci-
sion implique des acteurs différents, dans des contextes dif-
férents. Les réponses sont donc différentes a chaque fois, a
cause de ces différents cas de décision. C’est ce que nous
appelons un probleme de décision multi-criteres répété.
L’aide a la décision dans ce type de probleme doit prendre
en compte les caractéristiques des alternatives, les évalua-
tions des alternatives suivant chacun des criteres, ainsi que
les parametres de la situation de décision.

Dans la littérature, les termes problémes de décision ré-
pétés font souvent référence a des situations ou un déci-
deur unique se trouve face plusieurs fois a des décisions
de méme type. Dans certains cas, ces décisions sont toutes
faites sur une méme période de temps, en vue d’atteindre
un objectif, comme par exemple la recherche de prix [11].
Dans d’autres cas, une méme personne se trouve plusieurs
fois face au méme type de décision, mais a des périodes
différentes. Dans ce cas, elle peut utiliser I’expérience ac-
quise lors des décisions passées. C’est le cas pour les inves-



tisseurs [13]. Les problemes de décision répétés sont aussi
considérés dans la théorie des jeux, ou le joueur doit choi-
sir une action a chaque itération du jeu. Nous avons trouvé
un autre exemple de décision répété en économie, mettant
en jeu différents acteurs dans chaque situation [14], mais il
ne s’agit pas d’aide a la décision multi-criteres.

Dans le présent article, il est question d’aide a la déci-
sion pour les problemes de décision répétés, multicriteres
et multi-attributs. Notre objectif est d’apporter une aide ap-
propriée aux acteurs du probleme, telle que I’évaluation
d’une alternative sur chacun des criteres en fonction du cas
de décision, ou certains conseils sur les valeurs des carac-
téristiques de I’alternative. Pour cela, 1’idée est d’embar-
quer dans un modele unique ’ensemble des éléments du
raisonnement qui meéne a un bon choix en fonction de la
situation. Un tel modele contient les éléments de connais-
sance suivant : (1) les caractéristiques directes et dérivées
des alternatives, et leurs interactions ; (2) les parametres qui
peuvent influer sur le choix, y compris les facteurs externes
et la situation de décision; (3) la fagcon dont une alternative
est évaluée suivant chaque critére, en prenant en compte
les caractéristiques du cas de décision qui influence cette
évaluation.

Ces éléments de connaissance comportent une part d’in-
certitude due a I’ignorance, et une part de variabilité na-
turelle des éléments considérés. Nous proposons d’utiliser
des modeles graphiques probabilistes, et en particulier des
réseaux bayésiens, car ils sont des modeles de connais-
sances qui integrent I’incertitude. Cet article concerne la
construction du réseau bayésien pour des problemes répé-
tés de décision multicriteres et plus précisément la modéli-
sation des criteres de décision. Nous identifions deux types
de criteres, objectifs et subjectifs, et nous proposons pour
chacun une structure locale dans un réseau bayésien. Un
critere objectif est associé a une caractéristique de I’alter-
native dont I’évaluation est objective et connue des acteurs
de la décision. Un tel critere est évalué par un degré d’adé-
quation entre la valeur de la caractéristique de I’alternative
et la variable correspondant du coté du décideur. Un critere
subjectif est associé a un concept d’un degré plus élevé;
il est évalué par un niveau de satisfaction qui dépend de
I’évaluation de I’alternative suivant cet axe de signification
et de son importance du point de vue du décideur.

Cet article commence par introduire les problemes de
décision répétés et multicriteres, et les compare avec ceux
habituellement considérés dans I’aide a la décision multi-
criteres (ADMC). La partie 3 propose une classification des
criteres en deux types dans le cadre des problemes de dé-
cisions répétés et multi-criteres, et décrit le graphe local du
réseau bayésien associé. La partie 4 présente deux utilisa-
tions de ce modele : 1’évaluation et le conseil. Les deux
dernieres parties sont consacrées aux travaux connexes, la
conclusion et les perspectives.

2 Problemes de décision répétés et multi-
criteres

Un probleme de décision répété, multi-criteres et multi-
attributs est défini par un ensemble d’attributs qui caracté-
risent les alternatives et un ensemble de criteres. Une al-
ternative est définie par une affectation compléte de 1’en-
semble des attributs. Le probleme consiste a choisir une
alternative (ou d’un sous ensemble d’alternatives) qui soit
satisfaisante pour I’ensemble des criteres. Un probleme de
décision est dit répété s’il se produit souvent, a chaque
fois dans une situation différente et avec des acteurs dif-
férents. Un cas de décision (ou une situation de décision)
est défini par I’ensemble des caractéristiques des acteurs,
du contexte et de I’environnement qui peuvent avoir une
influence sur le choix. Dans un probleme répété de déci-
sion multi-critéres, I’ensemble des attributs et I’ensemble
des criteres sont les mé€mes pour tous les cas de décision,
alors que I’importance des criteres et les valeurs des carac-
téristiques du cas de décision varient.

Les problemes de décision répétés et multi-criteres pré-
sentent plusieurs différences par rapport a ceux habituel-
lement traités par les approches d’ADMC. Les méthodes
d’ADMC traitent généralement un probléme unique (non
répété) et reposent sur I’hypothese que le décideur est for-
tement impliqué dans le processus de décision, et qu’il est
guidé par un analyste. A I'inverse, puisque les problemes
de décision répétés concernent un large panels de “déci-
deurs”, nous considérons la possibilité que le décideur soit
relativement “ignorant” ou peu impliqué dans la décision,
ou simplement pressé, et nous préférons parler des acteurs
de la décision. Par suite, il n’est pas pertinent de question-
ner ces acteurs sur leurs préférences, alors que la plupart
des méthodes d’ADMC sont basées sur des comparaisons
d’alternatives par paires, suivant chacun des criteres.

Critéres et attributs des alternatives. On peut définir
un critere comme un “outil” permettant de d’évaluer et de
comparer des alternatives suivant un axe de signification
particulier, ou un point de vue [16]. Plus précisément, un
critere est une fonction réelle g sur I’ensemble des alterna-
tives, telle qu’il soit possible de comparer deux alternatives
a et b suivant un certain point de vue, sur la seule base des
nombres g(a) et g(b) [4]. Dans notre contexte, 1’évaluation
d’une alternative suivant un critere dépend du cas de déci-
sion. Par exemple, lors du choix d’une voiture ou d’un fau-
teuil roulant, ce qui convient pour une personne n’est pas
adapté pour une autre. Dans cet article, un critere est un
moyen d’évaluer une alternative  suivant un axe de signifi-
cation en fonction d’un cas de décision. Nous considérons
le probleme de décision a partir du tout début du processus
de décision, a un stade ou aucun sous-ensemble d’alterna-
tives n’a encore été pré-défini pour un cas de décision. A ce

2. ou un sous-ensemble d’alternatives décrites par les valeurs d’un
sous-ensemble des attributs



stade initial, les alternatives sont potentiellement définies
grace au domaine de I’ensemble des attributs. A I’inverse,
un probléme typique d’ADMC est défini par une matrice
de décision qui rassemble les performances de n alterna-
tives pré-sélectionnées suivant les m criteres, accompagnée
des poids des criteres. Ainsi, la matrice de décision est un
point de départ dans les approches classiques d’ADMC,
alors que dans notre approche, les recommandations obte-
nues peuvent aider les acteurs a obtenir cette matrice.

L’objectif de notre proposition est de fournir une forme
d’aide aux acteurs de la décision a un stade tres prélimi-
naire, en se basant sur la seule description du cas de dé-
cision (Quoi, Qui, Ou, Quand, Comment, Combien, Pour-
quoi, ...). Pour cela, nous proposons la construction d’un ré-
seau bayésien unique pour un probléme de décision répété
et multi-criteres, composé des modeles de chacun des cri-
teres. Ce réseau bayésien est ensuite réutilisé pour chaque
nouveau cas de décision.

3 La modélisation d’un critere de décision
dans un réseau bayésien

Dans cette partie, nous commencons par rappeler les dé-
finitions de base concernant les réseaux bayésiens ; ensuite,
nous présentons les criteres objectifs qui sont évalués par
un degré d’adéquation entre un attribut d’une alternative
et la variable correspondant du cas de décision ; enfin, nous
présentons les criteres subjectifs, qui sont évalués par le ni-
veau de satisfaction donné par une alternative sur un axe de
signification et en tenant compte du cas de décision. Pour
chacun de ces deux types de criteres, nous proposons une
structure locale du graphe d’un réseau bayésien, et nous
donnons différents exemples illustratifs.

3.1 Réseau Bayésien

Un réseau bayésien est défini par un ensemble de va-
riables aléatoires X = Xj,..., X, un graphe orienté sans
circuits G = (X, E), et un ensemble de parametres ® conte-
nant les distributions de probabilités locales associées a
chaque variables de X. Ensemble, G et ® définissent une
distribution de probablités P sur X qui se factorise comme
suit : P(X = x) = HX,-EX PX; = x; | pa(X;)), ou
pa(X;) c X représente les parents de X; dans le graphe
G.

Nous considérons un réseau bayésien causal, ce qui
signifie que chaque arc orienté représente une influence
causale directe entre une cause et un effet. Pour satis-
faire cette définition, un réseau bayésien causal doit né-
cessairement inclure toutes les causes communes de deux
noeuds quelconques du réseau. Cette propriété est utile

3. En effet, lorsque deux noeuds X et Y ont une cause commune, ils
sont dépendants. Si leur cause commune n’appartient pas a I’ensemble des
variable du graphe, la dépendance entre les variables X et Y ne peut pas

pour construire le réseau bayésien regroupant tous les cri-
teres du probleme de décision répétés.

Dans cet article, ’ensemble des variables du réseau
bayésien d’un probleme répété de décision multi-criteres
contient les attributs des alternatives, ainsi que toutes les
caractéristiques du cas de décision qui doivent &tre consi-
dérées. Il contient aussi les attributs dérivés ou compo-
sés a partir d’autres caractéristiques. Par exemple, la ca-
pacité d’accélération d’une voiture dépend de son poids et
de la puissance du moteur. Ceci est représenté das le ré-
seau bayésien par trois variables et deux liens causaux. Le
réseau bayésien contient aussi d’autres variables associées
aux criteres qui seront présentées dans la suite.

Dans la suite de cet article, nous utilisons une structure
particuliere du graphe appelée V-structure : trois noeuds X,
Y et Z forment une V-structure dans un graphe orienté si X
et Y ont un fils commun Z etil n’y a pas d’arc entre X et Y.

Voici les notations utilisées dans cet article : les lettres en
majuscule représentent des variables aléatoires, les minus-
cule représentent leurs valeurs. Les majuscules en gras re-
présentent des ensembles de variables et les minuscules en
gras désignent des ensembles de valeurs. La notation P(x)
représente P(X = x), et P(X | y) représente P(X | Y = y).

Les exemples et les résultats présentés dans cet article
ont été réalisé avec la bibliotheque Agrum / pyAgrum*,
qui est dédiée aux modeles graphiques probabilistes, dont
les réseaux bayésiens. Nous avons choisi pyAgrum et ’en-
vironnement des notebook Ipython car ils facilitent 1’uti-
lisation de la bibliotheque en C++ Agrum notamment en
termes d’affichage. Nous avons beaucoup apprécié 1’aide
rapide des auteurs de la bibliotheque 3 4 propos des fonc-
tions et algorithmes utilisés.

3.2 Définition des criteres objectifs et subjectifs

Lorsqu’on parle de critere de décision, il est fréquent de
confondre un attribut d’un alternative et le critere associé.
L’exemple le plus courant est le prix qui fait référence a la
fois a la caractéristique d’une alternative et au critere cor-
respondant. Cependant, il existe un autre type de criteres
de décision qui font référence a des concepts plus abstraits
tels que le confort, la sécurité et la stabilité, pour lesquels il
n’existe aucune définition de leur évaluation qui soit com-
munément partagée.

Le premier type de critere, appelé critére objectif, est ca-
ractérisé comme suit :

— le critére est associé a un attribut X,; de 1’alterna-

tive ® dont Iévaluation est objective

étre représentée par un arc entre elles puisque aucune variable n’est une
cause de 1’autre. L’absence d’arc n’est pas non plus correcte puisqu’elle
est interprétée comme une indépendance entre X et Y.

4. https ://pourge.lip6.fr/projects/pyagrum

5. un grand merci a Pierre-Henri Wuillemin.

6. caractéristique directe ou combinée.



— il existe une variable X,;. du coté du cas de décision
qui doit correspondre en un certain sens avec 1’ attri-
but X, de I’alternative. La variable X, peut repré-
senter la valeur préférée de I’attribut, ou une sorte de
contrainte.

— les deux variables X, et X,;; sont exprimées en utili-
sant la méme unité ou un cadre de référence commun
et connu par les acteurs de la décision.

Un critere objectif est évalué par un degré d’adéquation
DoMy 7 entre un attribut X,;, de I’alternative et la variable
X4 correspondant du cas de décision. Dans cette défini-
tion, correspondre ne signifie pas “avoir la méme valeur ou
la méme distribution de probabilités”, cela signifie que les
deux variables doivent correspondre suivant une certaine
regle, définie par un expert, et qui peut dépendre d’autres
parametres tel que des facteurs externes, d’autres caracté-
ristiques du cas de décision, ou d’autres attributs de ’alter-
native.

Le second type de criteres est appelé critére subjectif. 11
concerne des éléments de plus haut niveau pour lesquels il
n’y a pas de variable correspondant du coté du cas de déci-
sion. Un critere subjectif peut étre associé avec un concept
abstrait qui n’est pas facilement mesurable. Il peut aussi
&tre associé avec un élément complexe, ou technique, dont
la mesure n’est pas connue par les acteurs de la décision.
Un tel critere est subjectif du point de vue des acteurs de la
décision puisqu’il leur est difficile d’exprimer leur valeur
préférée ou une contrainte dans la méme unité que 1’attri-
but de I’alternative. Par exemple la capacité d’accélération
d’une voiture est associée avec un critere subjectif car elle
est évaluée par le ratio carWeight [ horsePower, (voir la Fi-
gure 4) et cette grandeur ne permet généralement pas a un
utilisateur de formuler aisément son exigence concernant la
capacité de accélération de la voiture. De ce fait, la variable
correspondant a son attente sur ce critere est une variable
subjective. Cependant, 1’acheteur d’une voiture peut don-
ner I’importance que ce critere a pour lui.

Un critere subjectif C est évalué par le niveau de satis-
faction S AT fourni par une alternative en fonction de I’
évaluation de I’alternative IN D¢ pour le critere subjectif et
de I'importance du critere /M P dans le cas de décision.
L’évaluation du niveau de satisfaction d’un critére subjec-
tif est tel que : (1) quand une alternative présente une tres
bonne qualité (ou évaluation) pour le critere, la satisfaction
est tres bonne quelle que soit le niveau d’importance du
critere; (2) plus la qualité de alternative est élevée, plus le
niveau de satisfaction est élevé, mais plus le niveau d’im-
portance du critére est bas, et plus facilement les acteurs de
la décision seront satisfaits; (3) quand le critere est indif-
férent pour un cas de décision, le niveau de satisfaction est
élevé quelle que soit la qualité de 1’alternative pour ce cri-
tere. D’apres ces exigences, le niveau de satisfaction peut

7. degree of match

étre défini par la fonction SAT¢ = IND’CM‘D ‘.

3.3 Construction du réseau bayésien d’un probléme
répété de décision multi-critéres

Pour un probleme répété de décision multi-criteres,
nous voulons construire un réseau bayésien regroupant
les connaissances en lien avec le choix d’une alternative,
quelle que soit la situation de décision. Le réseau bayé-
sien est le méme pour tous les cas de décision. Pour cela,
le graphe du réseau bayésien contient toutes les variables
liées aux éléments impliqués dans le choix : la connais-
sance sur les alternatives, les parametres d’une situation de
décision et les criteres d’évaluation. Ce modele permet la
simulation et le raisonnement sur le probleme de décision
avec différentes entrées possibles : des informations sur un
cas de décision donné, des informations sur une alternative,
et / ou des exigences liées aux criteres.

Nous présentons maintenant les sous-graphes associés a
un critere objectif et a un critere subjectif. Les exemples de
criteres sélectionnés pour illustrer ces modeles sont extraits
de deux problémes de décision différents répétés et multi-
criteres : le choix d’une voiture et le choix d’un fauteuil
roulant manuel (FRM) [17, 8].

Un sous-graphe du réseau bayésien associé au probleme
du choix d’une voiture est présenté Figure 6. Il rassemble
les sous-graphes de deux critéres et plusieurs caractéris-
tiques d’une voiture. Le sous-graphe de chaque critere est
expliqué en détail avec les figures 1 et 4.

Dans ce type de probleme, les acteurs de la décision
peuvent étre relativement ignorants des éléments du pro-
bleme et des criteres. Ils sont supposés étre capable de dé-
crire leur situation, mais c’est la seule exigence sur eux. Ils
ne sont pas supposés avoir déja fait une pré-sélection d’al-
ternatives, ni avoir a répondre a des questions sur leur pré-
férences entre une alternative et une autre en relativement
a un critere.

3.3.1 Réseau bayésien local d’un critére objectif

Le degré d’adéquation d’un critere objectif est repré-
senté dans le réseau bayésien par une variable dont le do-
maine est ’intervalle [0, 1]. Une valeur proche de zéro
représente un “treés mauvais” degré d’adéquation, alors
qu’une valeur proche de un représente un “trés bonne” adé-
quation. L’évaluation du degré d’adéquation nécessite un
ensemble de variables qui est exactement I’ensemble des
parents du noeud degré d’adéquation dans le graphe du ré-
seau bayésien.

Un critere objectif est représenté dans réseau bayésien
causal par une V-structure composée de au moins trois
noeuds : une caractéristique X,;, d’une alternative, la ca-
ractéristique X, du cas de décision qui doit “correspon-
dre” avec X, et le degré d’adéquation (DoMyx) (leur fils
commun). le noeud DoMy peut avoir d’autres parents qui



représentent les parametres de la regle utilisée pour éva-
luer le degré d’adéquation. Ces parametres peuvent étre
des attributs du cas de décision, d’autres attributs des alter-
natives, ou des facteurs externes. La table de probabilités
conditionnelles de la variable DoMyx traduit la fagon dont
le degré d’adéquation est évalué.

Trois exemples de criteres objectif sont décrits ci-
dessous dans les figures 1, 2 et 3. Le premier critere est tiré
du probleme répété du choix d’une voiture, alors que les
deux exemples suivants sont extrait du probleme du choix
d’un fauteuil roulant manuel. Dans chaque exemple, nous
décrivons le critere objectif et les variables impliquées dans
I’évaluation du degré d’adéquation. Pour chaque critere,
nous présentons seulement le sous-graphe du réseau bayé-
sien local. Les valeurs numériques des tables de probabili-
tés conditionnelles ne sont pas détaillées car cela n’apporte
rien. En revanche, les résultats des différents cas d’utili-
sations du réseau bayésien sont présentés dans la derniere
partie de cet article.

dcAAM carP

domP

Ficure 1 — Sous-graphe d’un critere objectif : le prix, dans
le probleme répété du choix d’une voiture. Ce critére est
évalué par le degré d’adéquation (domP) entre le prix de la
voiture (carP) et le montant disponible du cas de décision
(dcAAM).

La figure 1 montre le sous-graphe associé au critere du
prix lors du choix d’une voiture. Un bon choix de voiture
implique que le prix de la voiture soit en adéquation avec
le budget de I’acheteur. Nous ne partageons que partielle-
ment I’idée que “le moins cher sera le mieux (en terme de
prix)”, car un bon prix dans une situation peut étre inaccep-
table dans une autre situation, puisque les acheteurs ont des
budgets différents et des attentes différentes. La fonction
probabiliste pour évaluer le degré d’adéquation (domP) en
termes de prix doit étre définie par des experts de la vente
de voiture.

La figure 2 montre le sous-graphe du critere associé avec
la largeur du siege dans le probleme du choix d’un Fau-
teuil Roulant Manuel (FRM). La meilleur largeur du siege
dépend de la largeur de hanche de la personne, mais aussi
de I'utilisation du FRM. En général, la meilleure situation
est d’avoir un siege 2 cm plus large que les hanches de
la personne. Cependant, lorsque le FRM est utilisé pour
la pratique d’un sport, la personne doit étre serrée dans le
FRM, et un écart de -1 cm est recommandé. Enfin, pour les

FiGure 2 — Sous-graphe d’un critere objectif : la largeur du
siege dans le probleme du choix d’un Fauteuil Roulant Ma-
nuel (FRM). Ce critere est évalué par le degré d’adéquation
(domW) entre la largeur du siege (mwcS W) et la largeur de
hanche de la personne (HW); il dépend de deux autres fac-
teurs : si la personne est (ou risque d’étre) enceinte (p) ou
si le FRM doit étre utilisé pour la pratique d’un sport (s).

femmes enceintes, un écart supérieur est nécessaire. Ces
regles aboutissent a définir quatre variables comme parents
de la variable degré d’adéquation domW. La définition du
de la table de probabilités conditionnelles du noeud domW
est guidée par ces regles.

FiGure 3 — Sous-graphe d’un critere objectif : la hauteur du
dossier dans le probleme du choix d’un FRM. Ce critere est
évalué par le degré d’adéquation (domBH) entre la hauteur
du dossier (mwcBH) et la hauteur de tronc de la personne
(TH) 11 dépend on deux autres facteurs : I’'importance du
confort de repos (impRC) et la fréquence d’auto-propulsion
(FSP).

La figure 3 montre le sous-graphe du critére associé
avec la hauteur de dossier lors du choix d’un FRM. La
meilleure hauteur de dossier d’'un FRM dépend de son
usage. Lorsque le FRM est principalement dédié au repos
(le confort de repos est tres important), le dossier doit étre
assez haut pour que la personne puisse y reposer sa téte. A
I’inverse, lorsque la fréquence d’auto propulsion est élevée,
le dossier doit étre assez bas pour que les omoplates de la
personne passent au dessus du dossier lorsque la personne
met ses coudes en arriere. Ainsi, la regle d’évaluation du
degré d’adéquation (domBH) est une fonction probabiliste
qui dépend de quatre variables : la hauteur de dossier du
FRM (mwcBH), la hauteur de tronc de la personne (T'H)
I’importance du confort de repos (impRC) et la fréquence
d’auto-propulsion (FS P).

3.3.2 Le réseau bayésien local d’un critere subjectif

Le niveau de satisfaction d’un critere subjectif est re-
présenté dans le réseau bayésien par un indice dans 1’in-



tervalle [0, 1], ot une valeur proche de zéro représente un
“trés mauvais” niveau de satisfaction alors qu’une valeur
proche de un représente un “trés bon” niveau de satisfac-
tion. Le niveau de satisfaction SAT¢ d’un critere C dé-
pend de deux variables exactement : 1’importance du cri-
tere (IMPc) dans le cas de décision et I’indice d’évaluation
du critere (IND¢), qui est 1’évaluation d’une alternative
suivant le critere subjectif. Du fait que I’'importance d’un
critere est une valeur subjective, la variable /M P est aussi
définie par un indice dans ’intervalle [0,1] ou une valeur
proche de zéro signifie que le critere n’est “pas important”
alors qu’un valeur proche de un signifie que le critere est
“trés important”. La variable IND¢ est aussi définie par
un indice dans l’intervalle [0,1] ou une valeur proche de
z€ro représente une “tres mauvais évaluation” suivant le
critere, alors qu’une valeur proche de un représente une
“tres bonne évaluation”.

Un critére subjectif C est représenté dans réseau bayé-
sien causal par une V-structure composée de trois noeuds
IMPc, INDc et SAT¢ qui dépend des deux premieres va-
riables. Contrairement aux criteres objectif, la V-structure
d’un critere subjectif est composée de trois noeuds exac-
tement. En effet, tous les parametres impliqués dans I’éva-
luation d’une alternative sont parents du noeud IND¢, y
compris les facteurs externes et les caractéristiques du cas
de décision.

Les figures 4 et 5 donnent des exemples de criteres sub-
jectifs. Du fait que la V-structure associée a n’importe quel
critere subjectif est toujours identique, nous montrons pour
ces exemple un sous-graphe du réseau bayésien qui inclut
le détail de 1’évaluation d’une alternative sur le critere.

Figure 4 — Un critere subjectif : la capacité d’accéléra-
tion lors du choix d’une voiture. Elle dépend du rapport
(carRWP) entre le poids de la voiture (carW) et sa puis-
sance (carPo).

La figure 4 montre le sous-graphe du critere “accéléra-
tion” lors du choix d’une voiture. Le niveau de satisfaction
(satA) de I’acheteur d’une voiture pour le critere d’accé-
lération dépend de la capacité d’accélération de la voiture
(indA) et de I’'importance qu’il accorde a ce critere (impA).
L’évaluation d’une voiture suivant ce critere est donnée par
le rapport (carRW P) entre le poids du voiture (carW) et sa

puissance (nombre de chevaux) (carPo).

mwcTW

Ficure 5 — Un critere subjectif : le confort d’auto-
propulsion lors du choix d’un fauteuil roulant manuel
(FRM). L”évaluation du confort d’auto-propulsion indS PC
dépend de I’équipement du FRM avec des mains courantes
(mwcHR), de la largeur total du FRM (mwcT W) et de
I’angle du coude quand la personne tient le sommet de la
main courante (AE).

La figure 5 montre le sous-graphe du critere subjectif de
confort d’auto-propulsion lors du choix d’un FRM. Le ni-
veau de satisfaction (satS PC) donné par un FRM pour le
critere de confort d’auto-propulsion dépend de la facilité
avec laquelle le FRM peut étre auto-propulsé par 1'utilisa-
teur (indS PC) et de I’'importance de ce critere (impS PC)
pour 'utilisateur. L’auto-propulsion nécessite que le FRM
soit équipé avec des mains courantes (mwcHR). Le niveau
de confort d’auto-propulsion (indS PC) augmente quand la
largeur totale du FRM (mwcT W) diminue et quand I’angle
du coude (AE) est entre 100 et 120° au moment ot la per-
sonne tient le sommet de la main courante.

Cet exemple illustre le fait que 1’évaluation d’une al-
ternative suivant un critére subjectif ne dépend pas uni-
quement des caractéristiques de 1’alternative. L’ évaluation
d’un fauteuil roulant manuel suivant le critere de confort
d’auto-propulsion (indS PC) dépend de différentes carac-
téristiques du FRM (mwcT W et mwcHR) mais aussi de la
personne (AE).

Dans cette partie, nous avons expliqué comment
construire les sous-graphes de criteres objectifs et subjec-
tifs. En les combinant, on obtient le réseau bayésien d’un
probleme de décision répété et multi-criteres. La partie sui-
vante présente comment utiliser un tel réseau bayésien dans
le but de fournir une forme d’aide & la décision.

4 Evaluation et conseils dans un cas de déci-
sion

Les deux principaux objectifs de la modélisation d’un
probléeme de décision répété et multi-criteres avec un ré-
seau bayésien sont I’évaluation d’une alternative, et la pro-
duction de conseils concernant les attributs des alternatives,



adaptés au cas de décision.

4.1 Evaluation d’une alternative dans un cas de déci-
sion

L’objectif est d’évaluer une alternative, (ou un sous-
ensemble d’alternatives) dans un cas de décision donné et
suivant chaque critere. L’évaluation est obtenue pour tous
les criteres par inférence dans le réseau bayésien complet.

Input : Les observations sur un ensemble (ou un sous-
ensemble) des attributs des alternatives a évaluer (obsyy¢) et
les observations sur I’ensemble des caractéristiques du cas
de décision (obsg.). Toutes ces observations peuvent étre
des observations classiques ou des observations virtuelles
(observations de vraisemblance) [15].

QOutput (variables cibles) : les distributions de pro-
babilités a posteriori P(DoMx | obsyy, 0bsg.) du degré
d’adéquation d’un critere objectif et a posteriori P(SAT¢ |
obs,y¢, 0bsg.) du niveau de satisfaction d’un critere subjec-
tif.

4.2 Conseil sur les attributs d’une alternative

Un autre objectif est de fournir des conseils ® aux acteurs
de la décision concernant les attributs d’une alternative qui
serait adaptée a leur situation.

L’idée est de simuler une situation idéale ou les acteurs
d’un cas de décision donné seraient tres satisfaits par une
alternative sur tous les critéres. Dans cette situation idéale,
nous cherchons a savoir quelles sont les valeurs des attri-
buts de I’alternative qui donne ces bons niveaux de satis-
faction et bons degrés d’adéquation pour tous les criteres.
Pour cela, nous propageons dans le réseau bayésien les ob-
servations du cas de décision et des niveaux de satisfaction
et des degrés d’adéquation élevés pour tous les criteres.

Notre objectif est d’obtenir les valeurs des attributs de
I’alternative qui explique cette situation idéale. Cependant,
I’explication doit concerner uniquement les attributs de
I’alternative (et aucune caractéristique du cas de décision
ou des facteurs externes) ; pour cela, nous entrons des ob-
servations sur fous les noeuds du réseau bayésien, a I’ex-
ception des attributs des alternatives.

Les conseils sur les attributs des alternatives peuvent
avoir différentes formes : une alternative virtuelle décrite
par une affectation de tous les attributs, ou une distribution
de probabilités a posteriori sur chaque attribut de 1’alterna-
tive.

8. Nous préférons parler de conseils plutdt que de recommandation
car un systeme de recommandation est généralement vu comme une sous
classe des systemes de filtrage d’information qui cherchent a prédire la
note qu’un utilisateur donnerait a un systéme (Wikipedia), alors que notre
proposition n’est basée ni sur les choix précédents du méme utilisateur, ni
sur aucune données.

Input : les observations de toutes les caractéristiques du
cas de décision (obsq,), ainsi que les niveaux d’importance
des criteres subjectifs, et I’affectation d’un trés bon niveau
de satisfaction (satpax) ou degré d’adéquation (domy,y)
pour tous les criteres ; les seuls noeuds non observés sont
tous des attributs des alternatives.

Output : les noeuds cibles sont les attributs des alter-
natives. On peut calculer la distribution de probabilités a
posteriori de chaque attribut X de I’alternative dans la si-
tuation idéale P(X | obSgc, Satmax, d0mMpyay). Une autre ré-
sultat est I’affectation la plus probable de 1’ensemble des
attributs d’une alternative argmaxag,, P(AT Ty, = attyy; |
0bSyc, sSatyay, domy,,) ou AT T,y est I’ensemble des attri-
buts d’une alternative, nommé en anglais the “most pro-
bable explanation” (MPE). Ce résultat définit une alter-
native idéale donnée par I’ensemble atty; qui explique le
mieux la situation idéale ou les criteres sont tous bien sa-
tisfaits. Il est probable qu’aucune alternative réelle ne cor-
responde a I’ensemble de valeurs att,,. Cependant, la par-
tie du réseau bayésien composée des caractéristiques d’une
alternative integre les liens de (in)dépendances entre ces
attributs, de telle sorte qu’une affectation telle que atty;
présente une certaine cohérence.

carW
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Ficure 6 — Sous-graphe du réseau bayésien du probleme
de décision répété et multi-criteres du choix d’une voiture,
incluant deux criteres. Les noeuds avec des observations
sont surlignés.

La figure 6 présente le réseau bayésien du probleéme ré-
pété du choix d’une voiture, avec les deux criteres présen-
tés sur les figures 1 et 4 (le prix et la capacité d’accélération
d’une voiture). Pour obtenir des conseils sur les caracté-
ristiques de la voiture, nous entrons des observations sur
les quatre noeuds qui ne sont pas des caractéristiques de la
voiture. Ces noeuds sont surlignés sur la figure 6. Nous en-
trons six jeux d’observations pour ces quatre noeuds, cha-
cun décrivant la situation idéale d’un acheteur imaginaire.
Chaque cas de décision est décrit par les observations sur
les variables (AAM et impA) : la variable montant dispo-
nible (AAM) prend I’'une des 3 valeurs : entre 5 et 10 K€,
entre 11 et 15 K€, entre 16 et 20 K€ ; la variable impor-
tance du critere accélération (impA) prend I'une des deux
valeurs : peu important, ou tres important. Les variables
degré d’adéquation pour le prix (domPr) et niveau de sa-
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Ficure 7 — Chaque distribution P(carPr |
obsgc, satyax, domy,y) exprime une forme de conseil
sur le prix d’une voiture dans un des six cas de décision,
définis par le montant disponible (aam) et I’importance du
critere accélération : peu important (ligne pleine), ou tres
important (pointillés).

tisfaction pour le critere accélération regoivent une obser-
vation disjonctive qui représente la valeur “trés haut”.

La figure 7 montre le prix “recommandé” de la voiture
dans chacun des six cas de décision décrits par les observa-
tions. Le conseil est donné sous la forme d’une distribution
de probabilités a posteriori de la variable prix de la voi-
ture (carPr) sachant les observations de la situation idéale.
Le prix “recommandé” est plus élevé lorsque le montant
disponible est élevé et que le critere accélération est tres
important.

Ces résultats illustrent comment le réseau bayésien peut
étre utilisé pour produire automatiquement des conseils
pour les acteurs d’un probleme de décision répété et multi-
critéres a partir de la description de leur cas de décision.
Ces conseils ont pour but de donner des orientations aux
acteurs d’une décision en leur indiquant des valeurs (ou
des ensembles de valeurs) a préférer pour les attributs de
I’alternative, au regard de leur situation. Il ne s’agit pas de
proposer directement une alternative.

5 Travaux connexes

La définition d’un systeme d’aide a la décision unique
pour un probleme donné de décision répété et multi-criteres
semble &tre un probléme qui n’a jamais été abordé dans
la littérature. Cependant les modeles graphiques probabi-
listes (MGP) ont déja été proposés dans I’ADMC. Nous
décrivons ci-dessous comment les criteres de décision
sont représenté dans ces modeles. Nous présentons ensuite
d’autres travaux de la littérature qui proposent d’utiliser
une V-structure dans un réseau bayésien avec des objec-
tifs et dans des contextes différents. Nous les comparons
au réseau bayésien que nous proposons pour modéliser les
criteres objectifs et subjectifs.

Des MGP sont proposés dans [10, 19, 18] dans le cadre
de I’ADMC. Dans [10], un réseau bayésien causal est uti-

lisé pour évaluer une alternative dans le cas des criteres
incertains, en vue d’obtenir la matrice de décision avant
d’utiliser une des méthodes classiques d’ADMC. Chaque
critére incertain est une caractéristique de 1’alternative qui
dépend de facteurs externes et d’autres caractéristiques de
I’alternative. La valeur préférée du coté du décideur n’est
pas représentée dans le modele, et 1’objectif est pas d’uti-
liser le modele pour différents cas de décision. Les noeuds
associés avec ces criteres peuvent étre soit des noeuds
cibles en vue d’évaluer une alternative sur ces critéres, ou
bien ils peuvent étre fixés avec la valeur souhaitée, dans le
but de fournir des conseils sur les autres caractéristiques.
Bien que les exemples traités dans cet article [10] puissent
étre considérés comme des problemes de décision répété et
multi-criteres (par exemple le choix d’un mode de trans-
port et de I’heure de départ pour atteindre 1’aéroport), la
modele proposé ne contient pas les caractéristiques du cas
de décision (ou du décideur) et de ce fait nécessite de mo-
difier les parametres du modele pour chaque nouveau cas
de décision.

Dans [19], un autre type de MGP appelé diagramme
d’influence ® [12] est proposé pour classer les alternatives.
Du fait que ce modele ne contient pas d’information sur
le cas de décision, la fonction d’utilité doit étre redéfinie
pour chaque nouveau cas de décision. Dans [18], un dia-
gramme d’influence permet d’obtenir une liste ordonnée
des alternatives qui correspondent bien a un cas de déci-
sion et le méme modele peut étre utilisé dans différents
cas de décision. Cependant, I’utilisation d’un diagramme
d’influence présente deux contraintes. Ce modele est congu
pour faire des choix séquentiels, ce qui signifie que les
actions doivent étre ordonnées, et que le meilleur choix
pour une action n’est obtenu qu’apres avoir fait un choix
pour I’action précédente. Dans [19], les noeuds d’action du
diagramme d’influence représentent les caractéristiques de
I’alternative, et ils sont ordonnés. Dans [18], le diagramme
d’influence contient un seul noeud d’action dont les actions
possibles sont un ensemble prédéfini d’alternatives, ce qui
ne correspond pas avec I’approche proposée dans le présent
article. Une autre limite des diagrammes d’influence est
que la fonction d’utilité est une fonction d’agrégation com-
plete, avec par conséquent 1’hypothese sous-jacente de sub-
stituabilité entre les criteres. Cette limite est écartée dans
I’extension des diagrammes d’influence proposée dans [9]
pour prendre en compte plusieurs criteres dans la fonction
d’utilité sans les agréger. Cependant, le modele est limité a
de tres petits nombres criteres et d’alternatives, ce qui n’est
pas le cas dans notre approche.

La V-structure proposée dans cet article pour modéli-
ser un critere peut étre comparée avec le noeud d’utilité
d’un diagramme d’influence. En effet, un noeud d’utilité

9. un diagramme d’influence contient trois types de noeuds : les
noeuds classiques, comme ceux d’un réseau bayésien, les noeuds d’ac-
tion , et les noeuds d’utilité



contient une fonction d’utilité dont les parametres sont
les noeuds parent. L’inférence dans un diagramme d’in-
fluence permet d’obtenir ’'utilit¢ de chaque valeur d’un
noeud d’action étant donné les observations sur d’autres
noeuds. Un noeud d’utilité permet donc aussi bien I’évalua-
tion d’une action que le conseil sur le choix de la meilleure
action, celle ayant la valeur d’utilité la plus élevée. Dans
un diagramme d’influence, les différentes fonctions d’uti-
lité doivent étre combinées, ce qui implique d’agréger les
criteres. Au contraire, dans le réseau bayésien proposé dans
cet article, il n’y a pas d’agrégation explicites des criteres.
Un autre avantage du modele proposé est que le niveau de
satisfaction requis pour les criteres peut &tre ajusté : si au-
cun compromis n’est possible pour obtenir un niveau élevé
de satisfaction ou un degré d’adéquation élevé pour tous les
criteres, a cause des conflits entre critéres et des contraintes
liées au cas de décision, alors il est possible de diminuer
les niveaux de satisfaction et les degrés d’adéquation exi-
gés. Une comparaison plus complete des réseaux bayésiens
et des diagrammes d’influence pour les problemes de déci-
sion répétés et multi-criteres est présentée dans [6, 7].

Les travaux présentés ci-dessous ne sont pas dans le do-
maine de I’ADMC, mais ils proposent des MGP contenant
une structure locale spécifique du graphe qui est trés proche
de celles que nous proposons pour modéliser un critere.
Dans [5], le MGP est un modele probabiliste relationnel '
(PRM). Les auteurs proposent un modele de recommanda-
tions personnalisé basé sur les PRM en se basant sur les
préférences de I’utilisateur sur les criteres de décision. La
prédiction du lien entre un item et une requéte est basée
sur un ensemble de variables binaires intermédiaires appe-
1ées facteurs de décision. Ces facteurs évaluent si un at-
tribut d’un item est proche ou non du critére exprimé par
I'utilisateur dans sa requéte. Chaque facteur de décision est
représenté dans le graphe par une V-structure dont les deux
parents sont un attribut d’un item et I’ attribut correspondant
dans la recherche de I’utilisateur. Ces facteurs de décision
sont tres similaires aux degrés d’adéquation du présent ar-
ticle : les deux sont basés sur la comparaison des valeurs de
deux variables qui représentent des informations de méme
nature. Les facteurs de décision sont ensuite combinés pour
définir une variable binaire exists dont la valeur est 1 quand
un item a été visité par ’utilisateur au cours de sa session.
La recommandation d’un item est basée sur la prédiction
de la valeur de cette variable. La fagon dont les facteurs
de décision sont combinés peut &tre comparée a 1’agréga-
tion de criteres. Cependant, cette proposition et la notre ex-
ploitent des informations tres différentes et adressent des
problemes différents : d’un coté, il s’agit de proposer des
items a un internaute sur la base des items déja visités et
de sa requéte, alors que la présente proposition est basée
sur un modele de connaissance pour un probleme de déci-

10. Probabilistic Relational Model

sion répété et multicriteres et sur la description d’un cas de
décision.

Dans [3, 8], les auteurs proposent une V-structure im-
plicite pour exprimer le fait que deux variables discretes
doivent partager la méme distribution de probabilités. Ils
introduisent le concept de variable de cohérence défini
comme suit pour deux variables A et B : lorsque la va-
riable de cohérence est égale a 1 (ou “vrai”) cela impose
que les deux variables partagent la méme distribution de
probabilités sachant les méme prémisses. Cette proposition
peut étre comparée au degré d’adéquation proposé dans le
présent article. En effet, elle correspond a un cas particu-
lier ou la fonction qui définit le degré d’adéquation impose
que les deux variables aient la méme distribution de pro-
babilités. Pour mémoire, dans notre proposition, le degré
d’adéquation est un indice dans [0, 1] qui peut étre défini
par n’importe quelle fonction décrivant la meilleure adé-
quation entre les deux variables considérées, avec la possi-
bilité de prendre en compte différents parametres.

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons présenté la construction
d’un modele de connaissance pour un probleme de déci-
sion répété et multi-criteres, a I’aide d’un réseau bayésien.
Du fait que ce type de probleme se répete souvent, avec a
chaque fois des cas de décision différents, il est intéressant
de proposer un modele unique qui embarque la connais-
sance sur les alternatives et leur évaluation en suivant un
ensemble de criteres en prenant en compte la description
du cas de décision. Dans ce contexte, notre contribution est
I’identification de deux types de critéres et la proposition
d’un réseau bayésien local pour les modéliser. Les criteres
objectifs, évalués par un degré d’adéquation entre un attri-
but d’une alternative et la variable correspondant du coté
du cas de décision; et les criteres subjectifs évalués par un
niveau de satisfaction fourni par une alternative dans un
cas de décision, suivant un certain axe de signification. Il
nous semble que n’importe quel critere d’un probleme de
décision répété et multi-criteres releve de ’un de ces deux
types. De plus, nous espérons que ce travail peut aider a
une meilleure définition des criteres de décision au cours
de I’analyse d’un probléme de décision multicritere. En ef-
fet, certains soulignent la nécessité d’une meilleure défini-
tion des criteres de décision dans les problemes d’ADMC,
en vue de réduire le flou et améliorer la clarté [1].

Une des limites du présent travail concerne des restric-
tions sur le réseau bayésien, liés a la fagon dons les conseils
sont générés. En effet, comme 1’explication de la situation
idéale ne doit concerner que les caractéristiques de I’alter-
native, nous avons imposé d’observer toutes les autres va-
riables du réseau bayésien. Cette contrainte nous a conduit
a limiter le modele du cas de décision a une seule variable
par critere. Une perspective en cours est de permettre la



gestion d’un modele plus complet du cas de décision, en
utilisant un sous-ensemble d’observations. Cette perspec-
tive doit aussi permettre de gérer plusieurs réseaux bayé-
siens qui modélisent séparément les caractéristiques des
alternatives, celles du cas de décision et les différents cri-
teres, plutét qu'un unique réseau bayésien qui regroupe
tout. Notre principal objectif est de proposer un cadre plus
général permettant les échanges entre un ensemble de ré-
seaux bayésiens causaux modélisant les différentes enti-
tés en jeu dans une situation que 1’on veut modéliser. La
modélisation des problemes de décision répétés et multi-
criteres est une des applications ciblées. Dans cet objectif,
nous souhaitons proposer et évaluer I’intérét d’un modele
distribué dans lequel les échanges sont basés sur des inter-
ventions probabilistes [2].
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Abstract

In this paper we present a tableau algorithm for build-
ing completion graphs of an ontology expressed in the de-
scription logic SHIQ with individuals. Based on a dis-
tance defined over completion graphs, we introduce a re-
vision operation applied to a SHZQ ontology with a set
of new semantic constraints. This revision operation com-
putes the completion graphs that a revised ontology should
admit. However, there does not always exist an ontology
expressible in SHIQ from which a tableau algorithm gen-
erates exactly a given set of completion graphs. This leads
us to introduce the notion of upper approximation ontology
from which a tableau algorithm can generate the smallest
set of completion graphs including a given set of comple-
tion graphs. This notion allows us to design an algorithm
for constructing a revised ontology from an initial ontology
with a set of new semantic constraints. We also implement
the proposed algorithms with optimizations and report some
experimental results to show that a model-based approach to
revision of expressive ontologies is practicable.

1 Introduction

Formalisms based on Description Logics (DLs) such as
OWL are widely used to represent ontologies encapsula-
ted in semantics-based applications. An interesting feature
of ontologies expressed in DLs (called DL ontologies) is
to support automated inference services which allow onto-
logy designers to detect eventual errors and allow users to
entail new knowledge from ontologies with help of a reaso-
ner. However, ontologies are not static but evolve over time.
‘When changing ontologies, we are confronted with the pro-
blem of dealing with inconsistencies since new knowledge
may contradict what exists in the ontology. The problem of
revising a DL ontology is closely related to the problem of
belief revision which has been widely discussed in the lite-
rature. Among early works on belief revision, Alchourrén,
Gardenfors and Makinson (AGM) [4] introduced intuitive
and plausible constraints (namely AGM postulates) which

should be satisfied by any rational belief revision operator.
Existing belief revision approaches can be classified into
syntax-based and model-based (semantic) approaches [18].

Syntax-based approaches manipulate directly syntactical
entities such as formulas occurring in a knowledge base
(KB). To take into account a new formula in preserving
consistency, these approaches try to identify other formu-
las which should be removed. A main advantage of syntax-
based approaches is to allow for distinguishing between
the relevance of different formulas [2]. For instance, one
can affect a lower priority to formulas that can change and
a higher priority to those that would be “protected”. The
main issues are that the procedures resulting from these ap-
proaches heavily depend on the syntax of knowledge bases.
Despite these issues, there have been some syntax-based
belief revision operations developed for revising a DL on-
tology [10, 15].

Contrary to syntax-based approaches, semantic approaches
investigate and manipulate models of ontologies rather than
their syntactical entities. The main issues in adapting se-
mantic approaches to DL ontologies are how to define a
distance between models and how to compute a revised
ontology from the models selected according to the defi-
ned distance. In addition, other problems may arise from
dealing with models of DL ontologies. First, DL ontolo-
gies have infinitely many models which make impossible to
construct directly a revised ontology from models. Second,
models of a DL ontology have usually infinite complex
structures, which may require a complex definition of dis-
tance between two models. Despite these problems, there
have been several attempts to adapt classical model-based
revision approaches to DL ontologies [9, 19, 21, 20, 22].

In this paper, we propose a new model-based approach for
revising ontologies in SHIQ with individuals. A prelimi-
nary result of the present work for revising ontologies in
SHIQ without individuals was published at LPAR forum
[17]. We base the construction of our revision procedure



on the following points : (i) using completion graphs ge-
nerated by a novel tableau algorithm to characterize the
semantics of a SHZQ ontology. A completion graph for
an ontology O consists of nodes and edges which are res-
pectively labelled by sets of concepts and roles from the
signature of O in such a way that each axiom from O is sa-
tisfied in each node and edge. This algorithm must build a
set of completion graphs, denoted FM(O), for an ontology
O by considering all intrinsic non-deterministic cases ins-
tead of building one completion graph as existing tableau
algorithms do; (ii) defining a distance over a set of comple-
tion graphs for addressing the principle of minimal change.
Given an ontology O’ containing new axioms which should
be taken into account when revising, this distance can help
to choose completion graphs from FM(Q’) that are seman-
tically closest to those in FM(O). A revised ontology of O
by O’ should admit the chosen completion graphs as mo-
dels; (iii) introducing the notion of approximation onto-
logy to overcome inexpressibility issue. Our revision pro-
cedure returns an approximation ontology that is expres-
sible in SHZQ and admits a given set of completion fo-
rests.

To illustrate the idea behind the construction, we consider
the following running example.

Example 1 Given an  ontology =~ UNI  consis-
ting of the following axioms et assertion :@ «q

Professor C Researcher LI Expert (Professors are resear-
chers or experts), a, : Professor C dsupervises.Student
(A professor supervises at least a student), a3

Professor C (> 2 teaches.Course) (A professor teaches
at least two courses), and B : Professor(Alex) (Alex is a

professor).

Assume that researchers and experts do not super-
vise any student. We add to UNI the following
axioms which express these semantic constraints
(51) Researcher C Vsupervises.(=Student), (d,)
Expert C Vsupervises.(—~Student).

However, the presence of 6| and &, will make UNI incon-
sistent, and this requires a revision to maintain consistency
of UNL One of the ways of revision is to remove a num-
ber of axioms from UNL Intuitively, we can eliminate the
axiom a; or ap to maintain consistency of UNL In this
case, if ay is chosen to remove then the obtained ontology
5 = {az,a3,B,01,0,2} is consistent. However, the know-
ledge “Professors are experts” in a; does not contradict
the ontology O but it has been removed together with a;.
In other words, the goal should be to build a new ontology
O* which is “compatible” with the axioms from UNI such
that O* is semantically as close as possible to UNIL We can
check that the completion graphs ¥, F> in Figure 1 yield
models of UNL. Similarly, the two completion graphs in Fi-
gure 2 yield models of {01, 02}

If we define a distance between completion graphs based
on structural similarity, it would be plausible to say that
¥\ is closer to ¥1 and ¥ than F,. Therefore, a revised
ontology O* should admit F| rather than . Indeed, this
intuition will be confirmed in Section 5 where we present a
procedure for computing the revised ontology.

The present paper is organized as follows. Section 2 des-
cribes the DL SHIQ. In Section 3, we present a novel
tableau algorithm for building a set of completion forests
which represents all models of a SH7Q ontology. Section
4 introduces a revision operation which satisfies all revi-
sion postulates reformulated for DL ontologies. Based on
the defined revision operation, we introduce in Section 5
the notion of upper approximation which allows us to pro-
pose a procedure for computing a revised ontology expres-
sible in SHIQ from a set of completion forests. Section
6 describes some techniques for optimizing our procedure.
We also describe an implementation of our algorithm and
report some experimental results in Section 7. Finally, we
summarize our work in Section 8.

2 Preliminaries

We begin by presenting the syntax and the semantics of
SHIQ. Let R be a non-empty set of role names and
R, C R be a set of transitive role names. We use R| =
{R™ | R € R} to denote a set of inverse roles. Each element
of RU R is called a SHIQ-role. To simplify notations
for nested inverse roles, we define a function Inv(S) = R~
if §$ = R;and Inv(S) = Rif S = R~ where R € R. A
role inclusion axiom is of the form R C § for two (possi-
bly inverse) SHIQ-roles R and S. A role hierarchy R is
a finite set of role inclusion axioms. A sub-role relation E
is defined as the transitive-reflexive closure of C on R* =
RU{Inv(R) C Inv(S) | RC S € R}. We define a function
Trans(R) which returns true iff R is a transitive role. More
precisely, Trans(R) = true iff R € R, or Inv(R) € R,. A
role R is called simple with respect to (w.r.t.) R* iff R ¢ R,
and, for any R'ER, R’ is also a simple role. An interpreta-
tion 7 = (A?,-T) consists of a non-empty set A (domain)
and a function -¥ which maps each role name to a subset of
AT x AT such that R = {(x,y) € AT x AT | (y, x) € RT} for
allR € R, and {(x,z) € S, (z,y) € S implies (x,y) € S*
for each S € R.. An interpretation 7 is a model of R, writ-
ten 7 £ R, if Rf ¢ S¥ foreachRC S € R.

Let C be a non-empty set of concept names. The set of
SH IQ-concepts is inductively defined as the smallest set
containing all Cin C, T,C D, C U D, =C, dR.C, VR.C,
(£ nS.C) and (= nS.C) where n is a positive integer, C
and D are SHIQ-concepts, R is a SHIQ-role and S is a
simple role w.r.t. a role hierarchy. We write L for —=T. The
interpretation function - of an interpretation 7 = (Af, )



{{Alex}, Professor, Researcher, =Expert,
Jsupervises.Student, > 2 teaches.Course}

{Student,
—Professor}

{Course,
—Professor}

{Course,
—Professor}

{{Alex}, Professor, ~Researcher, Expert,
Jsupervises.Student, > 2 teaches.Course}

{Student,
—Professor}

{Course,
—Professor}

{Course,
—Professor}

Figure 1 — Completion graphs yielding models of UNI

{{Alex}, Professor, ~Researcher, -Expert,
Jsupervises.Student, > 2 teaches.Course}
X

7 supervises
e

{Student}

{Course}

{Course}

{{Alex}, Professor, Researcher, Expert,

Vsupervises.(=Student), > 2 teaches.Course}
X,

7 teaches teaches
b4 w
{Course} {Course}

Ficure 2 — Completion graphs yielding models of {§;, 5,}

maps each concept name to a subset of AY such that T/ =
AT, cnDY =cfnD?, (cuDy =cfuD!, (-C)f =
ANCT, ARCY ={xe AT |Tye A, (x,yy e RT Ay €
CTY, VR.CY ={xe AT |Vye A, (x,y) eRT = ye CT},
=nS.0)f ={xe A |llyeC |(xy €S} = n
nSCYf =(xe A | [lye | (xy € 8T) <n)
where |S| stands for the cardinality of a set S. An axiom
C C D is called a general concept inclusion (GCI) where
C, D are (possibly complex) SHIQ-concepts, and a finite
set of GClIs is called a terminology 7. An interpretation 7
satisfies a GCI C T D, written 7 [ (C C D), if ¢ ¢ D”.
7 is a model of 7, written J | 7, if 1 satisfies each GCI
in7.

Let I be a set of individual names. An assertion is of the
form C(a), R(a,b), ora # b for a,b € I, a SHIQ-role R
and a SHIQ-concept C. An ABox consists of a finite set
of assertions. For an interpretation 7 = (A?, -¥), an element
x € Al is called an instance of a concept C iff x € CZ. For
ABoxes, the function - of T maps each individual a € 1
to some element a’ € AL. An interpretation 7 satisfies an
assertion C(a) (resp. R(a, b), and a # b) iff a’ € CT (resp.
(ar, b’y € R, and o # b?). T satisfies an ABox A if
it satisfies each assertion in A. Such an interpretation is
called a model of A, denoted by I = A.

We use O = (7, R, A) to denote a SHIQ ontology, where
T is a SHIQ terminology, R is a SHIQ role hierarchy,
and A is an ABox. An ontology O = (7, R, A) is said to be
consistent if there is a model 7 of 7, R and A, i.e., I =T,
I E Rand I E A. Additionally, we use Mod(O) to denote
all the models, and S(O) = RUCUI to denote the signature
of an ontology O.

For the ease of construction, we assume all concepts to
be in negation normal form (NNF), i.e., negation occurs

only in front of concept names. Any SHZQ-concept can
be transformed to an equivalent one in NNF by using De
Morgan’s laws and the duality between concepts [14]. For
a concept C, we use nnf(C) and —~C to denote respectively
the NNF of C and —C. The function nnf(C) can be compu-
ted in polynomial time in the size of C [7]. In the remaining
of this section, we introduce some notations which will be
used in the next sections.

Definition 1 (Subconcepts) Let O = (7,R,A) be a
SHIQ ontology with S(O) = RU C UL A set sub(O)
is inductively defined as follows :

sub(0) = sub(7)Usub(A)U{=C | C € sub(7)Usub(A)}

sub(7) = U sub(nnf(=C u D))
CCDeT
sub(A) = {sub(nnf(C)) | C(a) € A}

{C,-C} ifCeC
Ssub(E) Usub(F) if Ce {ENF,EUF}
{CYU{3IR'.E | RER'} U sub(E) if C=3R.E
{CYU{VR'.E | RER'} USUb(E) if C=VYR.E
{C}U (= nR.E | RER'} U sUb(E)

if C=(= nR.E)
if C = (< nR.E)

sub(C) =

{C} U sub(E)

Note that sub(O) contains no disjunctions or conjunctions
since they are replaced with their disjuncts and conjuncts.

To characterize the semantics of an ontology we need to
explore all intrinsic non-determinism arising from disjunc-
tions and numbering restrictions when constructing a com-
pletion graph for the ontology. For this reason, we intro-
duce a function Flat(C) which makes explicit all disjunc-
tions at top-level of a concept C (i.e. those that do not ap-
pear in the filler of a universal, existential, numbering res-
trictions occurring in C).



Definition 2 (Flattening) Let C be a SHIQ concept. We
define a function Flat(C) which returns a set of subsets of
sub(C) as follows :

1. IfCis a concept name or C is an existential, universal,

number restriction, we define Flat(C) = {{C}},
2. IfC = EUF, we define Flat(C) = Flat(E) U Flat(F);
3. If C = ENF, we define Flat(C) = (WU W | W €
Flat(E), W’ € Flat(F)}

Applying the item 3 in Definition 2 to a concept C
may make Flat(C) increase exponentially. For instance,
Flat((AUB)M(AUB,)) = {WUW’ | W € {A1},{B\}}, W’ €
{A2}, {Bo}}} = {{A1, A2}, {A1, Bo}, {Bi, A2}, {By, B2 }}. More
general, if C = (A; LUB1)M---M(A, U By,), Flat(C) contains
2" elements.

3 Novel Tableau-based algorithm

In this section we introduce a tableau-based algorithm for
generating a finite set of completion graphs representing
the infinite set of all models of a SHIQ ontology. Hor-
rocks and colleagues [12] have proposed a tableau algo-
rithm for checking consistency of a SHZQ ontology and
have shown that there always exists a finite completion fo-
rest iff the ontology is consistent. This algorithm attempts
to construct a completion forest, returns “YES” if it suc-
ceeds in building such a completion forest and “NO” if it
fails after considering all possibly non-deterministic cases.
To be able to characterize the semantics of an ontology,
we need rather a set of completion forests which describes
different models resulting from non-deterministic logical
constructors than one completion forest. For this purpose,
we adapt the tableau algorithm by Horrocks and colleagues
[12] in such a way that it would explore all intrinsic non-
deterministic cases.

Definition 3 (Completion forest) Let O = (7,R, A) be a
SHIQ ontology. A completion forest ¥ for O is a tuple
F = (G, T{x1),...,T{x,)) where

o G = (V,E,L) is a directed graph with V a set of root
nodes, E a set of edges connecting root nodes and L. a
labelling function which associates to each node x € V
a set L(x) C sub(0O) and to each edge (x,y) € E a set
L(x,y) € RUR|. A nodey € V is called an R-neighbor
of x € VIifR € LX) or Inv(R) € L({y,x)).

e Each T(x;y = (Vi, E;, L;) (1 < i < n) is a tree rooted by
X; belonging to G (i.e. X; € V), V; a set of nodes, E; a set
of edges, and L; a labelling function which associates to
each node x € V; a set Li(x) C sub(O) and to each edge
(x,y) € E; a set Li({x,y)) CRUR,.

If two nodes x,y € V; (of some tree T(x;) = (V;, E;, L))
connected by an edge {x,y) € E;, then y is called a suc-
cessor of x, and x is called a predecessor of y,; ancestor

is the transitive closure of predecessor. A node y is cal-
led an R-successor of x if, for some role R’ with R'&R,
R € L({x,y)); x is called an R-predecessor of y, if y is
an R-successor of x. A node y is called an R-neighbor of x
if y is an R-successor or x is an Inv(R)-successor of y.

A node x € V; is called blocked by a node y € V; if x is
not a root node and it has ancestors x',y and y’ such that
(i) y is not a root node, (ii) x is a successor of X' and y is
a successor of y', (iii) L(x) = L(y), L(x") = L(Y"), and (iv)
L(x", x)) = LY, y))

Furthermore, there are an inequality relation # and an
equality relation = defined over nodes in ¥. In addition,
F is said to contain a clash if (i) there is some node x in
F such that either {A, —A} C L(x) for some concept name
A € C, or (ii) (£ nS.C) € L(x) and there are (n + 1) S-
neighbors yi,- -+ ,yps1 of x with y; # yj and X C L(y;) for
some X € Flat(C) and all 1 <i < j<(n+1).

Based on the Horrocks and colleagues’ work [12], we de-
sign a tableau algorithm for building a completion forest
by applying the expansion rules in Figure 3. There are two
main differences between the rules in Figure 3 and those
presented in a standard tableau algorithm : (i) the absence
of conjunction and disjunction rules. According to Defini-
tion 2, applying the function Flat to a concept freshly added
to the label of a node removes all conjunctions and dis-
junctions at top-level from that concept; (ii) the presence
of the sat-rule (sat stands for saturate). A choice of a sub-
set S C sub(O) in the sat-rule must include all flattened
concepts from GCI axioms (such as those added by the C-
rule [12]). In addition, the sat-rule adds to each node la-
bel either C or =C for each C € sub(O). These behaviors
may lead to an exponential blow-up but it is needed for
constructing an approximation ontology from a set of com-
pletion forests and a set of subconcepts (Section 5). An op-
timization of this rule will be proposed and discussed in
Section 6.

For an input ontology O = {7, R, A}, our tableau algorithm
starts by initializing a completion forest ¥ with only root
nodes and edges between them. This part of ¥ represents
individuals and assertions defined in A. The algorithm ap-
plies the rules from Figure 3 to each node until no rule is
applicable to any node. In this case, ¥ is called complete.
If ¥ contains no clash it is called clash-free.

Lemma 1 (Soundness and completeness). Let O =
(7, R, A) be a SHIQ ontology.

1. The tableau algorithm with the expansion rules in Fi-
gure 3 terminates.

2. If the tableau algorithm with the expansion rules in
Figure 3 yields a complete and clash-free completion
forest from the input ontology O then O is consistent;

3. If O is consistent then the tableau algorithm with the



F-rule : if (1) 3S.C € L(x), x is not blocked, and (2) x has no S-neighbor y s.t. X C L(y) for some X € Flat(C),
then create a new node y with L({x, y)) « {S} and L(y) « X for some X € Flat(C).

Y-rule : if (1) YS.C € L(x), and (2) there is an S -neighbor y of x s.t. X ¢ L(y) for all X € Flat(C),
then L(y) « L(y) U X for some X € Flat(C).

V. -rule : if (1) VS.C € L(x), (2) there is an R with Trans(R) s.t. R&S, and (3) there is an R-neighbor y of x s.t.
YR.C ¢ L(y), then L(y) < L(y) U {VR.C).

>-rule : if 1. (> nS.C) € L(x), x is not blocked, and (2) x has no n S -neighbors yj, - ,y, such that X € L(y;) for
some X € Flat(C) and y; # y; for 0 < i < j < n, then (i) create n new nodes yy, - - -, y, with L({x, y;)) < {S},
(ii) L(y;) < X for some X € Flat(C) and y; # y; for 1 <i < j < n.

<-rule : if (1) (£ nS.C) € L(x), (2) x has n+ 1 S-neighbors yy, ..., y, s.t. X € L(y;) for some X € Flat(C), (3) there
are two S -neighbors y, z of x with X; C L(y), X, € L(z) for some X;, X, € Flat(C), y is not an ancestor of z, and
not y # z, then (i) L(z) « L(z) U L(y) and L({x,y)) « 0;

(ii) if z is an ancestor of x then L((z, x)) < L({z, x)) U{Inv(R) | R € L({x, y))}, else L({x,z)) « L({x,2)) U L({x,y));

(iii) add u # z for all u such that u # y.

then (i) L(y;) < L(y) U L(y)),

<,~rule : if (1) (< nS.C) € L(x), (2) x has n + 1 S-neighbors yy, - -, y, s.t. X € L(y;) for some X € Flat(C),
(3) yi # y; does not hold for some 0 < i < j < n where y;, y; are root nodes,

(ii) for all edges (y;, w) : if the edge (y;, w) does not exist, create it with L((y;, w)) = 0;
set L((yi» w)) < L({yi, w) U Ly, w)),
(iii) for all edges (w, y;) : if the edge (w, y;) does not exist, create it with L((w,y;)) = 0;
set L((w, yi)) < L((w,yi) U L(w, y;)),
(iv) set L(y;) < 0 and remove all edges to/from y;, (v) set u # y; for all u withu # y;, et (vi) sety; = y;.

L(x) U
XeFlat(nnf(-CuD)),CCDeT”

sat-rule : if sat-rule has never been applied to x then (i) choose a subset S C sub(O) such that
X C S, and (ii) set L(x) « S U S where S = {=C | C € sub(O)\ S}.

FiGure 3 — Expansion rules for SHIQ

expansion rules in Figure 3 yields a complete and
clash-free completion forest from the input ontology

0.

The tableau algorithm can build a completion forest whose
depth is bounded by an exponential function in the size of
O due to the blocking condition. Given a SHIQ ontology
O, a complete and clash-free completion forest F built by
running the tableau algorithm with the expansion rules in
Figure 3 over O is called a forest-like model. According
to soundness of the tableau algorithm (Lemma 1), one can
devise by unraveling a model from a complete and clash-
free completion forest ¥, denoted f(?_). Given an axiom
C C D, define I(F) k (C C D) if /D ¢ DI, Given
an assertion C(a) (or R(a,b)), define I(F) E C(a) (resp.
?(7") E (R(a,b))) if a?® e TP (resp. (a’,pT D)y €
RI®). Conversely, according to completeness of the ta-
bleau algorithm (Lemma 1), it can build a complete and
clash-free completion forest # from a model 7 € Mod(O),
denoted ¥ (). This remark allows us to introduce the fol-
lowing notation.

Notation 1 Let O be a SHIQ ontology.

- Let F a forest-like model constructed by the tableau al-
gorithm which takes O as input. We note I(F) the model
of O obtained by unraveling F .

- Let T a model in Mod(O). We note F(I) the forest-like
model of O constructed by the tableau algorithm from 1.

Contrary to standard tableau algorithms which terminate
when a forest-like model is found, we design a new tableau
algorithm which has to consider all non-deterministic cases
and build all forest-like models for an ontology O. We use
FM(O) to denote the set of all forest-like models built by
running the new tableau algorithm over a SHZQ ontology
O. Given a set of concepts sub, we define FM(O, sub) to
be the set of all forest-like models built by running the
tableau algorithm on O such that the sat-rule operates on
sub(O)Usub (i.e. it chooses a subset S C sub(Q)Usub). In
particular, given an ontology O’ the set FM(O, sub(O’)) can
be built by running the new tableau algorithm over O with
the sat-rule operating on sub(O) U sub(Q’). In addition,
we need to import to O roles which occur in role assertions
from O’. This leads to add to the label of each root edge
(x,y) of each forest ¥ € FM(O, sub(Q’)) a subset of roles



S® C Ry where Ry is the set of all roles occurring in O’
with their inverse. This new behavior can be formalized as
follows :

e satg-rule : for each root edge (x,y) € E with
G = (V,EL), F = (G, Ty, ,T(x,)) and F €
FM(O, sub(0")), we set L({X,y)) « L({x,y))US g for some
Sg CRo.

The construction of FM(O, sub(0O")) allows one to import
the signature of an ontology O’ to O when building comple-
tion forests for O. Note that we do not import any new se-
mantic constraint from @’ when building FM(O, sub(O")).
What we really perform in this construction is to import
into O concepts written in the signature of O’. This impor-
tation may extend FM(O) with new completion forests but
never changes consistency of O.

We now use the notation recently introduced to formulate
the following properties on FM(Q) which characterizes the
semantics of an ontology O.

Corollary 1 Let O and O’ be two consistent SHIQ on-
tologies. Let a be a concept axiom or assertion writ-
ten in S(O). ?(T) E « for each forest-like model ¥ €
FM(O, sub(@)) iff I E a for each model 1 € Mod(O).

The Corollary 1 affirms the semantic equivalence between
Mod(O) and FM(O) in the sense that each axiom/assertion
which is satisfied by Mod(O) is satisfied by FM(O), and
conversely. This result allows us to replace a possibly in-
finite set Mod(OQ) with a finite set FM(O) in constructions
presented in the next sections.

4 Revision Operation

The main goal of the present section is to define a revi-
sion operation which allows for revising a consistent onto-
logy O by axioms from another consistent ontology O’, and
however O U (@’ is inconsistent. Such a revision operation
returns a set of completion forests of which a revised onto-
logy should admit in order to take into account new know-
ledge from O’ and to be semantically as close as possible to
O. These properties on revision operation are captured by
the AGM postulates rephrased for DL ontologies [9]. To
reach this goal, we need to define a distance between two
completion forests which yields a total pre-order over them
and allows one to talk about similarity between two onto-
logies. This distance is an extension of that defined over
completion trees [17].

Definition 4 (Isomorphism) Let

F=(G,Tx1),....TGw) and F' = (G, T(X)), ..., T{X,))
be two forest-like models with G = (V,E,L),
G = (V,E,L), T&x)y = (V,L,E) and

T(?c;.) = (V_;,L_’i,E_’/.) (1<i,j<n).Let’V=VUVU---UV,
and V' =V UViU---UV. LetE=EUE U---UE,
and & =E' U E| U---U E;. We use succ(x) to denote the
set of successors of a node x in a tree T{x;) or T(Ec\;.) with
1<i,j<n

o T(x;) and T(Yj) are isomorphic for 1 < i, j < n if there is
a bijection it from V; to V', such that (i) 7(x;) = ')'c’j; and (ii)
for each node x € V;, we have n(x") € succ(n(x)) for each
x" € succ(x).

o ¥ and F' are isomorphic if there is a bijection i from YV
to V' such that (i) n(x;) = ?jfor each x; €V, (ii) for each
T{(x;y € F, two trees T{x;) and T{n(x;)) are isomorphic. In
this case, we say that ©t is an isomorphism between & and
7.

Note that if there exists a bijection m between two trees
T(x;) and T(’)E}) as described in Definition 4 then the res-
triction of 7 to succ(x), denoted 7lgye(y), 1S a bijection from
succ(x) to succ(m(x)).

Remark 1 Letr ¥ € FM(@O,sub(0Q)) and F' €
FM(Q’, sub(0)) two forest-like models with the sets of root
nodes V and V'. It is needed to import all individuals from
O (included in sub(0)) to O' and reversely when revising
O by new axioms from O. Therefore, for each individual
a there are a unique tree T{X;) of F and a unique tree
T(?c’].) of F' such that a € L(x;) N LC)?/-). This implies that
there is a bijection ¢ from V to V' such that ¢(%;) = 35; iff
a€Lx)N L(Y})for some individual a.

Since the notion of isomorphism refers only to the struc-
ture of completion forests, we can always obtain such an
isomorphism between two any completion forests by ad-
ding empty nodes and edges to these completion forests.
This is similar to what we have made between two com-
pletion trees [17]. In the following, we introduce a distance
between two isomorphic completion forests.

Definition 5 (Distance) Let ¥ =(G,T{x1),..., T{x,)) and
F' = (G, TX),....T(x})) two forest-like models with
G = (V,EL), G = (V,E L), T(x;) = (V;,L;, E;) and
T(Ec\;.) =(VL,L,E") for 1 < i,j < n. Let ¢ be a bijection
Sfrom V to V' such that ¢(x;) = 55; iff there is some indivi-
dual a satisfying a € L(x;) N L’(3E}). The distance between
F and F', denoted d(F, F"), is defined as follows :

dF.F') = Y d(T @), T@@E)) +
ma (LG ) & L0, 60D

where d(T,T') = ]rTI%iTnT/){<mz)1xE(|L(x) A L' (n(x))|+
nell(T, X,y)e
ILKx, y) A L' ({0, e + IL(y) A L' (7(y))}

withS AS" =S US)\ (S NS’) for any two sets S and
S’, and II(T,T") is the set of all isomorphisms between two



trees T and T'.

We have defined a distance over forest-like models whose
sets of root nodes should be associated by a bijection ¢
according to Remark 1. As any distance, d(¥,F ) should
allow one to measure the difference between two forests
F and ¥'—that is—it must satisfy identity, symmetry and
triangle inequality properties. For this purpose, we use an
operator, namely max, which represents the greatest dif-
ference between two triples (composed of an edge and two
nodes) associated by an isomorphism 7 between F and ¥
This operation max allows us to ensure the identity pro-
perty but it is not sufficient for guaranteeing the triangle
inequality property d(¥,F") < d(F,F")+d(F",F"). For
this reason, we must use a further operator, namely min,
which allows for choosing an isomorphism 7 from all iso-
morphisms between ¥ and ¥ (one of which gets involved
to determine d(7,F"") + d(F”,F")) such that the greatest
difference between triples associated by 7 is smallest.

Lemma 2 The function d(F,F") in Definition 5 satisfies
identity, symmetry and triangle inequality properties.

To show that the distance in Definition 5 yields a total pre-
order over a set of isomorphic completion forests, we de-
fine a relation “F < F’” over isomorphic completion fo-
rests including a forest ¥ containing only empty labels as
follows : F < F' iff d(Fo, F) < d(Fo, F').

Lemma 3 The relation “<” is a total pre-order over iso-

morphic completion forests.

All of the above notions provide sufficiently elements to
define a revision operation for a SH I Q ontology O by ano-
ther ontology O’.

Definition 6 (Revision Operation) Let O and O’ be two
consistent SHIQ ontologies. A set of forest-like models of
the revision of O by O', denoted FM(O,Q"), is defined as
follows :

FM(O,0’) = {F € FM(O’, sub(0)) | AF, € FM(O, sub(0")),
YF' € FM(O’, sub(0)), ¥ € FM(O, sub(0")) :
d(F,Fo) <d(F',F)}

Intuitively, among the forest-like models in
FM(O’, sub(0)), FM(O,0’) retains only those which
are closest to forest-like models from FM(Q,sub(O"))
thanks to the distance d(¥i,7>) that characterizes the
difference between ¥, and %>.

Example 2 Consider again the ontology UNI of Example
1. As for simplification, assume that O is an ontology ob-
tained by adding into UNI the axioms from Table 1, and
O’ consists of 81,8,. By applying the new tableau algo-
rithm over O, the set FM(O, sub(Q")) contains 3 forest-
like models F1, %>, and F3 in Figure 4. By running the
new tableau algorithm over O, we obtain a forest-like mo-
del 7| € FM(O',sub(0)) illustrated in Figure 4 among

other forest-like models. By applying the distance formula
introduced in Definition 5, we obtain d(¥|,¥3) = 4 and
d(F|,F1) = d(F|,F2) = 2. According to Definition 8,
FM(O, Q") contains a unique forest-like model F|. Note
that d(F),Fy) > 2 for all ¥, € FM(O,sub(0")) and
¥ € FM(O’, sub(0)) with 7, + F/.

As mentioned in Section 1, our goal is to propose a revision
operation that ensures the principle of minimal change in-
troduced by Alchourrén, Gardenfors and Makinson [4] as
postulates in belief revision framework. Katsuno and Men-
delzon [11] have rephrased these postulates for propositio-
nal knowledge bases and shown that the existence of a total
pre-order over models of a propositional knowledge base
is equivalent to the satisfaction of the postulates. Inspired
from Katsuno and Mendelzon’s work [11], we rephrase the
postulates in our setting as follows.

P1) f(?") E a for each forest-like model ¥ € FM(O, O)
and each axiom a € O'.

P2) If FM(O,sub(0’)) N FM(O’,sub(Q)) # 0 then
FM(O, O’) = FM(O, sub(O")) N FEM(O’, sub(0)).

(P3) If O’ is consistent then FM(O, O’) # 0.

(P4) If FM(@O,sub(0)) = FM(O,,sub(0))
and FM(O’,sub(0,)) = FM(O;, sub(0;)) then
FM(O:,0)) = FM(O,,0)).

P5) FM@©O,0) n FMO”,sub(O) U sub(Q’)) ¢
FM(O,0’ u O”).

P6) If FM(O,O0’) N EM(O”, sub(O) U sub(0’)) # 0 then
FM(O,0’' u0”) C FM(O, O')NEFM(O"”, sub(O) U sub(O")).

Intuitively, (P1) guarantees that all axioms from @’ can be
inferred from the revised ontology. (P2) says that the ini-
tial ontology O is not changed if O U O is consistent. (P3)
is a condition preventing a revision from introducing un-
warranted inconsistency. (P4) says that the revision should
be independent of the syntax of ontologies. In fact, if we
replace Oy and O} with O, and Oj, such that they admit the
same forest-like models then revision ontologies admit the
same forest-like models as well. (P5) and (P6) can ensure
the principle of minimal change.

Theorem 1 The revision operation FM(O, Q") described in
Definition 6 satisfies the postulates (P1)-(P6).

The equivalence between the existence of a total pre-order
over forest-like models and the satisfaction of (P1)-(P6)
also holds in our setting. Indeed, FM(O, @) in Definition 6
retains only forest-like models from FM(O’, sub(O)) which
are closest to forest-like models from FM(O, sub(O’)) ac-
cording to the distance between completion forests. This
distance infers the total pre-order “<” over forest-like mo-
dels. This observation allows us to get straightforwardly
the result saying that the postulates imply a total pre-
order over forest-like models since we consider only mo-
dels such as forest-like models over which a total pre-order
exists already. In addition, the clause that a total pre-order



ay : —Professor C Ysupervises.(=Student) N
(< 1 teaches.Course)

Someone who is not a professor cannot supervise any student and
does not teach more than a course

as : Student L Course, Student_L Professor,
Student.LResearcher, Student L Expert

A student is not a course nor a professor nor a researcher nor an expert
(note that A_LB is equivalent to A C —B)

a¢ : Course_LProfessor, Course L Researcher,
Course LExpert

A course is not a professor nor a researcher nor an expert

TaBLE 1 — Axioms added into the ontology UNI

{{Alex}, Professor, Researcher, -Expert, =Student,
—Course, Jsupervises.Student, > 2 teaches.Course}
X

F - supervises " teaches teaches
1
y Z w
{Student} U X {Course}UX  {Course} UX
{{Alex}, Professor, Researcher, Expert, =Student,
—Course, dsupervises.Student, > 2 teaches.Course}
X
supervises " teaches teaches
F3:
y b4 w
{Student} U X {Course}UX  {Course} UX

{{Alex}, Professor, —-Researcher, Expert, =Student,
—Course, dsupervises.Student, > 2 teaches.Course}
X

supervises " teacles teaches
Fr:
y ¥4 w
{Student} U X {Course}UX  {Course} UX
{{Alex}, Professor, ~Researcher, =Expert, =Student,
—-Course, dsupervises.Student, > 2 teaches.Course}
X
7 supervises ~"teaches teaches
=
y z w
{Student} U X {Course}UX  {Course} UX

where X = {=Professor, ~Expert, -Researcher, VYsupervises.(~Student), (< 1 teaches.Course)}

FiGure 4 — Completion forests yielding models of UNI (¥, %2, #3) and of {01, 62} (F))

over forest-like models implies the postulates is proved by
Theorem 1. Therefore, the principle of minimal change is
also ensured in our revision.

5 Computing The Revised Ontology

In this section, we present a procedure for constructing a
SHIQ ontology OF that admits at least forest-like mo-
dels in FM(O, O"). It has turned out [8] that there may not
exist a DL-lite ontology which admits exactly a given set
of models. It is also the case for SHZQ ontologies. To ad-
dress this issue, we are borrowing the notion of maximal
approximation from De Giacomo and colleagues’ work [8]
to define upper approximation ontology in our setting as
follows.

Definition 7 (Upper approximation) Ler O and O’ be
two consistent SHIQ ontologies with revision operation
FM(O, O"). We use S(O”) to denote the signature of an on-
tology O”. An ontology O* is an upper approximation from
FM(O, 0) if (i) S(O*) € S(O) U S(O'); (ii) FM(O,0’) ¢
FM(O*); (iii) There does not exist any ontology Q" such
that FM(O, 0") € FM(O”) c FM(O").

Definition 7 characterizes the approximation ontology we
should build such that it admits all models in FM(O, O").
An interesting point is that if such an upper approximation
exists it is unique up to semantic equivalence. We show that
such an upper approximation in Definition 7 actually exists
and propose a procedure to build it.

Definition 8 (Revised ontology) Let O = (7,R,A) and
O = (T,R,A) be two consistent SHIQ ontologies
with FM(O,0’) = {F1,---,Fn} for 1 < i < n. For
each Fi=(G;, T{(x1), ..., T{xu)) with G; = (V;, E;, L;) and
T(;C}) = <Vj, Lj, Ej) (1<j<m)letV;=V,UViU.--UV,,.
A revised ontology O = (T, R, A) of O by O’ is defined as
follows : R := R, T =7 u(Te | (| |([] om
1<i<n xeV; CeLi(x)
and A contains a set of assertions as follows :

{C(x) e A/} U{R(x,y) e A’} U

{Cx)e A| X CL(x),XeFlat(C),1 <i<n} U
{R(x,y) e A|R € Li({x,y),1 <i<n} U
(x£ylx,yelul',x#yeF;,1<i<n}

The construction of revised ontology O* retains all concept
and role axioms as well as assertions from O’. It also adds
to O* a new concept axiom which is built literally from
FM(O,O’). When building a forest-like model F by run-
ning the tableau algorithm on O, this concept axiom forces
to choose a node x from a forest-like model F; € FM(O, O")
to add its label L(x) to the current node of . Apart from
the forest-like models in FM(O, O’), the tableau algorithm
may build a forest-like model whose nodes have labels
coming from different forest-like models from FM(O, O’).
This is why FM(O*) may be larger than FM(O, O’).

Note that the concept axiom built from FM(O,0’) al-
lows for capturing semantic parts of only role and concept
axioms from O which should be propagated to O*. To trans-
fer semantic parts of the assertions from O to O, it is nee-
ded to determine assertions from O which remain to be sa-



tisfied in forest-like models from FM(O, Q). This means
that there may be some assertion from O which cannot
be propagated to O*. For example, O contains assertions
R(a,b), S(a,c) while O’ contains axioms T = YR.L and
T C VS.T. By construction, each forest-like model for O’
has an empty edge between a and b but a is an S -neighbor
of c. This implies that S (a, ¢) but not R(a, b) will be added
to O*.

Example 3 To continue Example 2, we construct from
FM(O, O’) an ontology O* which admits a unique forest-
like model F| according to Definition 8. Thus, O contains
the following axioms : Expert C Ysupervises.(—Student),
Researcher C Vsupervises.(=Student) (from O’), and

T E (Professor M —Researcher m Expert M
-Course M =Student M dsupervises.Student
(> 2teaches.Course) LI (Professor m Researcher 1
—-Expertm =Course N —Student M 3supervises.Student M
(> 2 teaches.Course) U (Student
Vsupervises.(=Student) M (< 1teaches.Course) 11
-Course M —Professor M —Researcher 1

n

n

|

-Expert) U (Course M VYsupervises.(—=Student)
(< 1teaches.Course) M —Student M —Professor
—Researcher 1 —=Expert), Professor(Alex).

We can now formulate an important result which affirms
that the revised ontology O* defined for two given onto-
logies O and O according to Definition 8 is an upper ap-
proximation from FM(O, O’). Our argument relies heavily
on the specific behavior of the sat-rule and the particularity
of the concept axiom added to O*. In fact, if one knows the
result of application of the sat-rule (i.e. the subset S cho-
sen from sub(Q)) to each node of a forest-like model, she
knows also the whole forest-like model.

Theorem 2 Let O and O be two consistent SHIQ on-
tologies. The revised ontology O of O by O’ is an upper
approximation from FM(O, Q). Additionally, the size of O*
is bounded by a triple exponential function in the size of O
and O'.

6 Optimizations

So far we have showed that the size of revised ontology is
bounded by a triple exponential function in the size of ini-
tial ontology. This high complexity is not surprising and
arises mainly from the following sources : (i) the cha-
racterization of the ontology semantics by using forest-
like models obtained from exploring all non-deterministic
branches ; (ii) the computation of the distance between two
forest-like models may be exponential in the size of forest-
like models, and (iii) the construction of an upper approxi-
mation ontology forces the tableau algorithm to use the sat-
rule which considers exhaustively non-deterministic cases.

We present optimization techniques to reduce the com-
plexity arisen from the mentioned sources.

6.1 Computing distance between two forests

According to the formula of the distance between two
forest-like models (Definition 5), there is a unique isomor-
phism between two root nodes of two forest-like models.
Therefore, it suffices to investigate optimization of distance
computation between two tree-like structures. We present
an algorithm for computing the distance d(T(xo), T{z0))
that runs in time polynomial in the size of two trees 7(x)
and T'(zp). For lack of space, we only give the main ideas
of the algorithm which are founded on the following obser-
vations :

(i) Given an isomorphism 7, we denote
h(m) = max(xye, (1L1(x) A La(m(x)] +
ILi({x,3)) & Lo((r(x), N + 1L1(y) & La(@(y)D).

There are at most O(f) different values of h(xr) where €
is the maximum size of O and O'. In fact, by construc-
tion we have |L(x)| < O(¢) and |L({x,y))| < O(£) for each
node x and edge (x,y) of trees. This allows us to partition
II(T{xo), T{z0)) into groups each of which corresponds to
a value v; € A where v;_; > v; forall2 <i <m.

(ii) For each value v; € A from the greatest to the smal-
lest value, it is possible to determine polynomially whether
there exists an isomorphism 7 € I1(T(xo), T(zo)) such that
v; > h(m). If there does not exist such an isomorphism r,
we obtain d(T{xo), T{z0)) = v;. Otherwise, the algorithm
considers the value v;, .

6.2 Constructing FM(O,O")

According to Definition 6, FM(O,0’) is built from
FM(O, sub(0’)) and FM(Q’, sub(O)) where O is much lar-
ger than O’. As described in Section 3, the tableau al-
gorithm must find all completion forests for O to build
FM(O, sub(0’)). This construction involves at least two
sources of complexity : (i) exponential blow-up arising
from disjunction and numbering restrictions occurring in
O, (ii) exponential blow-up arising from behavior of the
sat-rule.

To address the first source of complexity, we use va-
rious optimization techniques in the literature such as ba-
sic and binary absorptions [13, 1]. However, this com-
plexity belongs to intrinsicness of our characterization of
ontology semantics since we need a model for each intrin-
sic non-deterministic case. Therefore, the construction of
FM(O, sub(0")) is as complex as answering YES to a query
such as O = C C D since a reasoner must consider all non-
deterministic cases.



To address the second source of complexity, we perform
the construction FM(O, O’) in several stages : (i) Construc-
ting FM(O, sub(Q’)) without sat-rule. (ii) Applying indi-
rectly the sat-rule by using absorption techniques to satu-
rate the labels of nodes and edges in completion forests
from FM(O, sub(0)). (iii) Constructing FM(O’, sub(0))
by propagating node and edge labels from completion fo-
rests in FM(O, sub(0")). (iv) Choosing completion forests
from FM(Q’, sub(0)) to build FM(O,0’) by computing
distance between completion forests from FM(O, sub(O"))
and FM(O’, sub(0)).

7 Implementation and Experiments

We have implemented a revision engine as prototype, cal-
led OnTOREYV, Which is based on the algorithms and defini-
tions described in the previous sections. Similarly to DL
reasoners such as HermiT [16], Pellet [6], FaCT++ [5],
we have implemented in ONTOREV various optimization
techniques such as absorption, core/anywhere blockings.
For instance, we have used basic and binary absorptions
[13, 1] to reduce non-deterministic cases arising from dis-
junction. We have also applied the core blocking technique
[3] beside the pairwise blocking technique to scale down
the size of completion forests. Differently from existing
tableau reasoners, we need to explore all intrinsic non-
deterministic cases involved in ontologies to construct all
completion forests. As a consequence, we always consi-
der worst-case scenarios where all forests would be built
to represent the semantics of an ontology. In the current
version of ONTOREv, some optimization techniques such
as pruning of backtracking points for dealing with intrin-
sic non-determinism have not been implemented. The lack
of implementations of advanced optimizations may slow
down ONTOREV when it runs on ontologies containing a nu-
merous amount of non-determinism.

We have carried experiments on ontologies GALEN, PIZZA
and TRAINING which are modified for simplication. The
reason for this choice is that PIZZA is a small ontology with
a numerous amount of non-determinism arising from dis-
junctions while GALEN would force a tableau algorithm to
build completion forests with a sizeable depth. TRAINING
has resulted from a FUI research project on e-learning !
which involves a revision engine within its plateform.

We present in Table 2 the ontology characteristics used
for tests in revision of an initial ontology by a revising
ontology, and in Table 3 the obtained results. We have
run all tests on a DELL with 8 Intel 3.4GHz Proces-
sors and 32Gb RAM under Ubuntu. As mention in Sec-
tion 6.2, the construction of FM(O, sub(0’)) without sat-
rule allows us to explore only intrinsic non-deterministic

1. http ://www.omendo.com/plateforme-learning-cafe

Initial Ontology Ontology characteristics

Axioms
Concepts Roles Assertions Inclusion Equivalence Disjointness

GALEN_1 2748 413 2 3238 699 2

GALEN_2 2748 413 1 3239 699 1
PIZZA 99 5 2 259 8 398
TRAINING 451 95 2 442 0 79

Revising Ontology Ontology characteristics
Axioms
Concepts Roles  Assertions Inclusion Equivalence Disjointness

REV_GALEN_1 3 2 0 2 0 0
REV_GALEN_2 2 1 0 1 0 0
REV_PIZZA 4 1 0 2 0 0
REV_TRAINING 2 2 1 1 0 0

TasLE 2 — Ontologies for experiments with characteristics

Ontology Revision result
|[FM(O, sub(0))|  [FM(O,0’)]  Tree depth N of disjunctions ~ Times (sec.)
REV_GALEN_1 1 1 3 11 3
REV_GALEN_2 1 1 6 17 4
REV_PIZZA 4096 4096 2 18 165
REV_TRAINING 2 2 1 4 2

TaBLE 3 — Results of experiments

cases in ontologies. The set FM(O, sub(O’)) can help to
construct FM(Q’, sub(0)) since it contains forests candi-
dates which have minimal distances to FM(O, sub(O")).
Therefore, the size of FM(O, Q) is greater than or equal to
that of FM(O, sub(0Q")). In addition, there may exist com-
pletion forests in FM(O, O’) which are equivalent. This ex-
plains why the number of disjunctions (N° of disjunctions
in Table 3) in the axiom of the resulting ontology O* is
small. Moreover, we can also restore axioms from initial
ontology by checking whether a concept name occurs in
a node label of a completion forest and, if that is not the
case, we add directly to the resulting ontology the axioms
transformed by absorption.

8 Conclusion

We have presented in this paper a model-based approach
for revising a SHIQ ontology with individuals. An inter-
esting feature of our approach is to introduce finite struc-
tures, namely completion forests, for characterizing the se-
mantics of a SHIQ ontology. Semantic distance between
expressive ontologies can now be translated onto a distance
between completion forests. This feature is crucial to de-
fine a revision operation which ensures minimal change.
Thanks to that distance we are able to determine a set of
completion forests that a revised ontology should admit. To
deal with inexpressiveness issue, we have introduced the
notion of upper approximation ontology. Finally, we have
also proposed optimization techniques for addressing two
main sources of complexity, and the presented algorithms
have been implemented and tested on various SHZQ on-
tologies.
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Résumé

La dynamique des systemes d’argumentation a fait I’ob-
jet de plusieurs études ces dernieres années. La plupart des
travaux sur ce sujet concernent le changement de la structure
du graphe d’argumentation (addition ou retrait d’arguments
et d’attaques), ou le changement du résultat du systeme (les
statuts d’acceptation des arguments). Le changement de la
sémantique d’acceptabilité utilisée dans le systeme n’a pas
recu beaucoup d’attention jusqu’ici. Un tel changement peut
étre motivé par différentes raisons, notamment comme un
moyen de modifier le résultat du systeme. Dans cet article,
nous montrons comment le changement de sémantique peut
étre utilisé pour atteindre un but sur les statuts des argu-
ments, dans une situation de forcage d’extension.

Abstract

Change in argumentation frameworks has been widely
studied in the recent years. Most of the existing works on
this topic are concerned with change of the structure of the
argumentation graph (addition or removal of arguments and
attacks), or change of the outcome of the framework (ac-
ceptance statuses of arguments). Change on the acceptabi-
lity semantics that is used in the framework has not received
much attention so far. Such a change can be motivated by
different reasons, especially as a way to change the outcome
of the framework. In this paper, it is shown how semantic
change can be used as a way to reach a goal about accep-
tance statuses in a situation of extension enforcement.

1 Introduction

La dynamique des systeémes d’argumentation a regu
une attention particuliere ces dernieres années [10, 12,
6, 7,5, 26, 11, 19, 15, 16, 17]. De facon générale, on
peut distinguer deux types d’approches sur le change-
ment des systemes d’argumentation : certaines concernent
la structure du systtme (I’ensemble d’arguments et la
relation d’attaque), tandis que les autres concernent les

statuts des extensions (extensions, labellings, acceptation
sceptique,. . . ). Cependant, un troisieme composant du pro-
cessus argumentatif n’a regu que peu d’attention : la sé-
mantique qui relie la structure du systeme et les statuts des
arguments. Méme si certaines approches permettent de mo-
difier la sémantique durant le processus (par exemple [6]),
il n’est pas expliqué pourquoi la sémantique doit changer,
ni comment la nouvelle sémantique est sélectionnée. Dans
cet article, nous étudions ces questions, en nous intéres-
sant plus particulierement aux sémantiques basées sur les
extensions ; ces sémantiques produisent un ensemble d’en-
sembles d’arguments acceptables appelés extensions, lors-
qu’elles sont appliquées a un systeme d’argumentation.

Deux raisons principales peuvent motiver un change-
ment de sémantique. D’abord, cela peut étre nécessaire
pour des raisons pratiques. En effet, un probleme de cer-
taines sémantiques d’argumentation est leur complexité
élevée. Cette complexité théorique n’est pas un probleme
lorsque I’on considére des systémes d’argumentation ap-
partenant a une classe particuliere, ou de taille modeste.
Cependant, méme si, jusqu’a un certain point, il semble
raisonnable pour un agent d’utiliser une sémantique dont
la complexité est élevée (sémantique qui lui garantit 1’exis-
tence d’au moins une extension par exemple), 1’évolution
du systéme peut justifier un changement de sémantique. Par
exemple, si I’agent interagit avec d’autres agents dans le
contexte d’un débat, des arguments et des attaques peuvent
étre ajoutés au systeme. De tels ajouts augmentent la taille
du systeme, et peuvent amener le systéme a quitter la classe
structurelle a laquelle il appartenait. Cela peut rendre le
calcul des extensions plus difficile en pratique. Un chan-
gement de sémantique peut alors étre souhaitable.

Une deuxieme motivation du changement de séman-
tique est d’avoir un moyen alternatif de forcer certaines
contraintes sur les statuts des arguments. En effet, il peut
y avoir des limitations dans le cadre de certaines applica-



tions, qui empéchent de modifier la relation d’attaque, et
I’ensemble d’arguments. Dans ce cas, si I’agent doit satis-
faire une contrainte sur 1’acceptation des arguments, le seul
composant qui peut &tre modifié est la sémantique. En fait,
que le changement de la structure du systéme soit possible
ou non, nous montrons qu’un changement de sémantique
peut permettre de satisfaire ce but avec moins de modifi-
cations de la structure du systeme. Cela signifie que dans
un cadre ou les ajouts et retraits d’arguments ou d’attaques
sont limités (par exemple parce qu’ils ont un cofit), le chan-
gement de sémantique est un levier supplémentaire pour at-
teindre un objectif (dans cet article, le forcage d’extension)
en minimisant ce coft.

Principales contributions

1. Nous définissons un cadre abstrait unifié pour décrire
la dynamique des systemes d’argumentation, qui gé-
néralise les approches existantes. Cela permet d’uti-
liser les mémes outils pour analyser et étendre ces
différentes approches.

2. Nous étendons des travaux existants sur les carac-
téristiques pour le forcage d’extension [5], c’est-a-
dire que nous donnons de nouveaux résultats sur le
changement minimal a effectuer sur un systeme d’ar-
gumentation pour garantir qu’'un ensemble d’argu-
ments est (inclus dans) une extension, étant donnée
une sémantique.

3. Nous étudions le taux de succes du changement de
sémantique pour le forcage d’extension, c’est-a-dire
le pourcentage de systemes d’argumentation pour
lesquels le résultat est meilleur (concernant le chan-
gement minimal de la structure du systeme) quand le
changement de sémantique est utilisé.

Organisation de ’article La section 2 présente les préli-
minaires formels sur I’argumentation abstraite, sur laquelle
repose la contribution. La section 3 propose un cadre géné-
ral pour le changement des systemes d’argumentation, qui
généralise les approches existantes. Dans la section 4, nous
montrons comment le changement de sémantique peut étre
utilisé pour forcer une contrainte d’acceptabilité dans un
systtme d’argumentation. La section 5 décrit notre ana-
lyse expérimentale du taux de succeés du changement de
sémantique. La derniere section conclut I’article et décrit
des pistes intéressantes pour de futurs travaux.

2 Argumentation abstraite

[23] présente I’argumentation comme étant 1’étude des
relations entre arguments, sans prendre en compte I’ origine
des arguments ou leur structure interne. Dans ce contexte,
un systeme d’argumentation est un graphe dirigé (A, R) ou

les noeuds de A sont les arguments et les arcs dans R re-
présentent des aftaques entre arguments. (a;,a;) € R signi-
fie que a; attaque a;; a; est appelé un attaquant de a;. Un
argument ¢; (respectivement un ensemble d’arguments S)
défend un argument a; contre son attaquant a si a; (res-
pectivement, un argument dans S) attaque a;. La portée
d’un ensemble d’arguments S par rapport a R, notée S7,
est le sous-ensemble de A qui contient S et les arguments
attaqués par S ; formellement S = S U{a; | Ja; € S tel
que (a;,a;) € R}. Différentes méthodes permettent d’éva-
luer les arguments. Une approche habituelle est de calculer
des extensions, qui sont des ensembles d’arguments accep-
tables conjointement. Différentes sémantiques ont été dé-
finies, chacune donnant lieu a différent types d’extensions
[23,2].

Definition 1. Soit F = (A, R) un systéme d’argumentation.
Un ensemble S C A est
— sans conflit dans F si fﬂai,aj € S tel que. (a;,a;) € R;
— admissible dans F si S est sans conflit et S défend
chaquea; € S ;
— une extension naive de F si S est un ensemble sans
conflit maximal (pour C);
— une extension complete de F si S est admissible et S
contient tous les arguments qu’il défend;
— une extension préférée de F si S est une extension
complete maximale (pour C);
— une extension stable de F si S est sans conflitet S =
A;
— une extension de base de F si S est une extension
compléte minimale (pour C).
Nous utilisons les notations cf, ad, na, co, pr, st,gr pour
ces sémantiques. Pour chaque sémantique o, les o-
extensions de F sont notées Ext,(F).

Example 1. Soit F; le systeme d’argumentation donné en
figure 1. Nous illustrons ici certaines des sémantiques.
Exteq = {0,{a1},{as}, {a1, a3}, {a1, as}, (a4, as}, {a1, a4, as}},
Exty(F) = {{a1, a4, as}}, Ext, (F) = {{a1,a3},{a1, as, ag}},
Ext.o(F) = {{a1},{a1, a3}, {a1, a4, as}}, Exty (F) = {{a1}}.

Figure 1 — Le systéme d’argumentation F

La notion de fonction de défense ' d’un ensemble d’ar-
guments dans un systeme d’argumentation est nécessaire
pour la suite.

1. Cette fonction est appelée characteristic function par [23]. Nous
I’appelons fonction de défense pour éviter la confusion avec les caracté-
ristiques de [5].



Definition 2. Etant donnés un systtme d’argumentation
F = (A,R) et un ensemble d’arguments £ C A, la fonc-
tion de défense de E dans F est la fonction qui associe a E
et F I’ensemble d’arguments f(E, F) défini par :

f(E,F) ={a € A| E défend a contre tous ses attaquants}

Nous introduisons maintenant un moyen de mesurer la
différence entre sémantiques. Cette distance entre séman-
tiques a été proposée dans [21]. Elle est basée sur les re-
lations entre ensembles d’extensions produits par les diffé-
rentes sémantiques.

Definition 3. SoitX = {0, ..., 0,} un ensemble de séman-
tiques, le graphe d’inclusion des extensions de T est défini
par Inc(X) = (X, D) avec D C X x X tel que (07, 0;) € D si
et seulement si
— pour tout systéme d’argumentation F, Ext, (F) C
Exty,(F);
— il n’existe pas o € X (k # i,k # j) tel que
Ext;(F) C Exty, (F) et Exty, (F) C Exty (F).
Etant données 0i,0; € X, la mesure de différence basée
sur les inclusions de X entre sémantiques est la longueur du
plus court chemin non orienté entre o; et o; dans Inc(X),
notés oy, x(0, O'j).

Example 2. La figure 2 décrit le graphe d’inclusion des
extensions de £ = {cf,ad, na, st, pr, co, gr}. Nous obser-
vons par exemple que Oy, x(st, ad) = 3, Spes(pr, gr) = 2,
6/11(,2(607 Pr) =1

pr—>c0—>ad—>cf

[ |

st 8r na

Figure 2 — Graphe d’inclusion des extensions /nc(Z)

3 Cadre général pour le changement en ar-
gumentation

Nous proposons ici une définition abstraite qui inclut
toutes les méthodes pour le changement dans les systemes
d’argumentation, en une famille globale.

Definition 4. Un opérateur de changement est une fonc-
tion y d’un multi-ensemble de systemes d’argumenta-
tion ¥ = {F,...,F,}, une formule ¢ d’un langage lo-
gique et une sémantique o, vers un multi-ensemble ¥’ =
{F1,..., F.}) et une sémantique o”’. Formellement,

X(F.p,0) =(F",0')

La plupart des opérations existantes considérent un
unique systéme comme entrée et sortie des opérateurs, ce

qui est évidemment un cas particulier de multi-ensemble.
C’est similaire pour les approches qui considerent des en-
sembles de systémes. [18] consideére un profil de systemes
comme 1’entrée d’opérateurs de fusion, ce qui peut éga-
lement étre considéré comme un multi-ensemble, puisque
I’ordre des systemes dans le tuple n’est pas pris en compte.
A I’exception de [6], les travaux existants ne prennent pas
en compte la possibilité de changer de sémantique, ce qui
signifie que o’ = o pour ces approches. Le langage auquel
appartient la formule ¢ n’est pas le méme selon les ap-
proches (par exemple, chacun des travaux présentés dans
[26, 19, 20, 15, 16] a son propre langage). Certaines ap-
proches n’utilisent pas directement une formule d’un lan-
gage logique, mais elles peuvent étre traduites en une for-
mule d’un langage particulier. Par exemple, ajouter ou re-
tirer un argument ou une attaque [10, 12] est équivalent a
certaines formules du langage défini dans [16]. De fagon si-
milaire, les ensembles d’arguments utilisés pour le for¢age
d’extension [6, 5, 17] sont des cas particuliers de formules
définies dans [15, 18].

Parmi ces approches, certaines considerent une notion de
minimalité, comme le changement minimal de la relation
d’attaque [5, 26, 19, 16], le changement minimal des statuts
des arguments [15, 16, 18], ou la minimalité du cardinal
[15, 18]. Nous pouvons donner une définition générale de
la minimalité dans le processus de changement.

Definition 5. Un critére de minimalité est une fonction
d’un tuple (¥, ¢, 0, F',0’) vers un tuple de nombres réels
positifs d(F, ¢, 0, F',07)).

Etant donnés deux tels tuples t1, t, on définit 1; < t, si le i®
élément de #; est plus petit que le i élément de t,, ol i est
le plus petit indice tel que #; et #, different.

Etant donné un multi-ensemble de systtmes F =
{F1,..., F,}, une formule ¢ et une sémantique o, un opé-
rateur de changement y satisfait le critere de minimalité d
ssi Y(F,p,0) = (F',0') et d{F,p,0,F",0”)) est mini-
mal.

Evidemment, les critéres de minimalité les plus simples
peuvent &tre définis avec un nombre unique, donc
d(F,¢,0,F ,0’)) est un tuple de longueur 1. Par
exemple, nous instancions cette définition avec les opéra-
teurs de forcage d’extension [6, 5, 17].

Definition 6. Etant donné un syst®me d’argumentation
F = (A,R) et un ensemble d’arguments £ C A, un opé-
rateur de forcage strict (respectivement non strict) est une
fonction de ¥ = {F}}, une formule ¢r = A, a; €t une
sémantique o, vers ' = {F'}} et 0’ tel que E € Ext, (F')
(respectivement Jde € Ext, (F’") avec E C €).

Un forgage est minimal ssi il satisfait le critere de mini-
malité

d(<7:’ ®, 0, 7:1’ O-’>) = <dH(7:s 77,))



otl dy est la distance de Hamming entre graphes. 23

On dit que F’ est un forcage de E dans F. On utilise ¢ =
Naer @i pour spécifier que I’ensemble E est la requéte de
forcage ; cela rappelle les encodages logiques utilisés dans
[17,27].

Certains opérateurs de changement utilisent des critéres
de minimalité plus complexes, qui combinent m criteres
simples. On peut représenter de tels critéres avec un tuple
de longueur m; c’est le cas par exemple de [15, 16, 18].

4 Forcage d’extension et changement de sé-
mantique

Dans cette section, nous étudions 1’utilisation du change-
ment de sémantique pour le for¢age d’extension. Nous rap-
pelons d’abord la définition de cinq approches pour le for-
cage d’extension. Ensuite nous montrons sur des exemples
intuitifs que modifier la sémantique peut permettre de réali-
ser un forcage avec moins de changement de la structure du
graphe (voire méme, sans aucun changement de la struc-
ture). Finalement, nous étendons 1’étude de Baumann [6, 5]
sur le changement minimal en fonction de la sémantique, et
nous définissons une classe plus générale d’opérateurs de
forcage qui atteignent notre but : réaliser le forcage d’ex-
tension avec un changement minimal de la structure via un
changement de sémantique.

4.1 Opérateurs de forcage d’extension

Dans les premiers travaux sur le forcage d’extension [6],
il est considéré que ce qui apparait dans le systeme d’ar-
gumentation ne peut pas €tre modifié. Les seules modi-
fications autorisées sont les ajouts d’arguments, et éven-
tuellement d’attaques qui concernent au moins un nouvel
argument. Ce type de changement est appelé expansion
normale. Des cas particuliers de 1’expansion normale sont
appelés expansion forte et expansion faible. Une expan-
sion forte (respectivement une expansion faible) est une
expansion normale qui ajoute uniquement des arguments
forts (respectivement faibles), c’est-a-dire des arguments
qui ne peuvent pas étre attaqués par (respectivement qui ne
peuvent pas attaquer) les arguments pré-existants.

Definition 7. Soient F, F’ deux systemes d’argumentation
tels que F’ est un forgage strict (respectivement non strict)
d’un ensemble E dans F.

2. Ladistance de Hamming entre deux graphes F; = (A, R1) et Fp =
(A2, Ry) est égale a la cardinalité de la différence symétrique entre R; et
R, ; autrement dit, dans le cas présent, ¢’est le nombre d’attaques qu’il est
nécessaire d’ajouter/d’enlever a un graphe pour obtenir 1’autre.

3. Ici ¥, sont des singletons, la distance de Hamming entre
graphes peut donc étre utilisée directement. Pour d’autres types d’opéra-
teurs de changement, il faudrait utiliser une version généralisée aux multi-
ensembles.

— Si F’ est une expansion normale de F, alors le chan-
gement de F' a F’ est un forcage normal strict (res-
pectivement non strict).

— Si F’ est une expansion forte de F, alors le change-
ment de F' a F” est un forcage fort strict (respective-
ment non strict).

— Si F’ est une expansion faible de F, alors le change-
ment de F a F’ est un forcage faible strict (respecti-
vement non strict).

[17] propose ensuite de nouvelles approches qui, a 1I’op-
posé, remettent en question la relation d’attaque entre les
arguments existants. Deux opérateurs sont définis.

Definition 8. Soient F = (A,R), F’ = (A’,R’) deux sys-
temes d’argumentation tels que F” est un forgage strict (res-
pectivement non strict) de I’ensemble d’arguments E dans
F.

— SiA = A" et R # R, alors le changement de F a
F’ est un forcage a arguments fixés strict (respecti-
vement non strict).

— Si A C A’, alors le changement de F a F’ est un
forcage général strict (respectivement non strict).

Dans toutes ces approches, il est considéré que :

— soit la sémantique ne change pas durant le processus
de forcage;

— soit la nouvelle sémantique est donnée en parametre
de I'opérateur : il n’est pas expliqué pourquoi la
sémantique change, ni pourquoi une sémantique en
particulier est choisie pour étre la nouvelle séman-
tique du systeme.

Nous notons ces méthodes Nor,, Str., Weak,, Fix, et

Gen,, avec x € {s,ns} qui correspond a strict et non strict.

4.2 Changement de structure minimal grace au chan-
gement de sémantique

Example 3. Considérons a nouveau le systtme F; décrit
a la figure 1. Nous voulons forcer ’ensemble E = {a;, a3}
en tant qu’extension. Nous considérons que 1’agent utilise
pour I’instant la sémantique stable. De toute évidence, pour
forcer E, un changement de structure est requis si 1’agent
ne change pas de sémantique. Mais nous avons vu que E est
déja une extension de F; si I’on considere, par exemple,
la sémantique préférée ou la sémantique complete. Donc
si I’agent est autorisé a changer de sémantique, le forcage
peut étre réalisé sans modifier la structure du graphe.

Bien siir, dans certaines situations, changer uniquemen