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Résumé

Lorsque nous raisonnons sur les relations entre régions
dans I’espace, les frontieres des entités dont nous nous oc-
cupons peuvent dans certains cas ne pas étre connues avec
certitude. Nous parlons alors de régions indéterminées, i.e.
nous parlons de couples (a;,a,) de régions tels que a; C
a,. Les relations primitives entre les régions indéterminées
(ay,az) et (by, by) sont déterminées par les différentes possi-
bilités qu’il y a de situer dans 1’espace les régions a;, a,, b,
et b, tout en préservant les contraintes a; C a, et by C b,.
Elles sont au nombre de 46. Dans cet article, nous analy-
sons les propriétés algébriques de ces relations primitives.
Nous analysons également la complexité de la résolution de
contraintes qualitatives qu’elles permettent d’exprimer.

Abstract

When we reason about the relationships between re-
gions in space, the boundaries of the entities we deal with
may in some cases not be known with certainty [7]. We
are then talking about indeterminate regions, i.e. we are
talking about couples (a;,a,) of regions such that a; C a,.
The primitive relations between the indeterminate regions
(a1, ay) and (by, b,) are determined by the different possibil-
ities of locating the regions a,, a,, by and b, while preserv-
ing the constraints a; € a, and b; C b,. There are 46 of
them. In this article, we analyze the algebraic properties of
these primitive relations. We also analyze the complexity of
the resolution of qualitative constraints that they allow one
to express.

1 Introduction

Le paysagiste concevant un jardin d’agrément, I’archi-
tecte planifiant la construction d’un batiment, le décorateur
préparant la scéne d’un théatre, tous doivent trouver une
solution & un méme probleéme : exprimer les rapports entre
certaines régions de 1’espace et agencer ces régions de ma-
niere a satisfaire les rapports exprimés. Quelles régions de

I’espace et quelles relations primitives entre elles doivent-
ils considérer ? De nombreuses raisons les convaincront de
considérer que les régions de 1’espace qui les intéressent
sont les fermés réguliers de ’espace des réels. C’est que,
dans tout espace topologique, les fermés réguliers consti-
tuent une algebre de Boole. Voila pour le choix des entités
primitives. Mais quid des relations primitives entre ces ré-
gions ? La premiere des relations qui s’impose a 1’esprit est
la relation d’inclusion : le parterre est situé au centre du
jardin, la salle de réunion est logée au cceur du batiment,
les tableaux sont accrochés au milieu du mur de la scéne
de théatre.

La relation d’inclusion ne sauraient résumer a elle seule
les rapports entre fermés réguliers dans un espace topolo-
gique. Il faut parfois distinguer la relation de chevauche-
ment — qui est vérifiée entre deux régions lorsque les ou-
verts qu’elles définissent ont une intersection non-vide —
et la relation de contact — qui est vérifiée entre deux ré-
gions lorsqu’elles ont une intersection non-vide. La rela-
tion de contact permet, avec la relation d’égalité, de dé-
finir un jeu de 8 relations binaires constituant une parti-
tion de I’ensemble des relations possibles entre les fermés
réguliers non-vides des espaces topologiques. Ces 8 rela-
tions sont les relations de ’algebre qualitative RCCS8 et
ont connu un destin plutdt singulier [13, 19, 24, 25, 26].
RCCS8 possede de nombreuses variantes (RCC5 [15, 26],
BRCCS [30], Cc et L [16, 17, 18, 28], etc) et a été ap-
pliquée a de nombreux domaines (conception architectu-
rale [14], navigation de robot [12, 13], systemes d’infor-
mations géographiques [9, 10], etc).

Une variante de RCC8 a propos de laquelle peu de
choses ont été écrites est la variante Egg-Yolk [11]. Elle
a été également considérée, sous des formes diverses,
par [4, 5, 8,27, 31]. Dans cette variante, il est admis que les
frontieres des régions dont nous nous occupons ne peuvent
pas étre connues avec certitude. Aussi, les entités primiti-



ves de la variante Egg-Yolk sont-elles des couples (a;, a;)
de régions RCCS tels que a; C a, : les éléments de a;
sont les points de I’espace qui appartiennent certainement a
I’entité et les éléments de a, sont les points de I’espace qui
appartiennent peut-€tre a 1’entité. Les relations primitives
entre des entités (a;,ay) et (by, by) de ce type sont détermi-
nées par les différentes possibilités qu’il y a de situer dans
I’espace les régions RCCS5 ay, ay, by et b, tout en préservant
les contraintes a; C a, et by C b,. Elles sont au nombre
de 46. Dans cet article, nous analysons les propriétés algé-
briques de ces relations primitives. Nous analysons égale-
ment la complexité de la résolution de contraintes qualita-
tives qu’elles permettent d’exprimer.

2 Algebre des régions indéterminées

Soit X un ensemble non-vide.

2.1 Opérations sur les régions indéterminées

Une région indéterminée de X est un couple (a;,ay) de
parties de X tel que a; C a; : les éléments de a; sont les
points de X qui appartiennent certainement a I’entité re-
présentée et les éléments de a, sont les points de X qui
appartiennent peut-étre a I’entité représentée. Nous dirons
qu’une région indéterminée (a;,a;) de X est précise ssi
a, = ay. Soit IR*(X) ’ensemble des régions indéterminées
de X. Nous définissons sur IR*(X) les opérations uy (arité
0), lx (arité 1), Ty (arité 1), *x (arité 1), +x (arité 2) et -x
(arité 2) de la fagon suivante :

— ux =(0,X),

— (ai,a)™ = (ar, ay),

— (a,a)™ = (a2, 1),

— (@1,a)™ = (X \ a2, X\ ay),

— (a1, a2) +x (b1, b2) = (a1 U by, a2 U by),
— (a1, a2) *x (b1,b2) = (a1 Nby,az N by).

uy représente la région indéterminée a propos de laquelle
nous ne savons rien : aucun point de X ne lui appartient
certainement et tout point de X lui appartient peut-étre.
Pour toute région indéterminée (a;, ay) de X, (a, )V re-
présente la région précise constituée des points de X ap-
partenant certainement a (ay, ay) et (a;, a)'* représente la
région précise constituée des points de X appartenant peut-
étre a (a;,a). Concernant I’opération #x, sa définition ré-
pond au principe de dualité entre les adverbes “certaine-
ment” et “peut-étre” : un point de X appartient certaine-
ment au complément de la région indéterminée (a;, a,) de
X lorsqu’il n’appartient pas peut-&tre a (a;, ap) et un point
de X appartient peut-&tre au complément de la région indé-
terminée (a;, ap) de X lorsqu’il n’appartient certainement
pas a (aj, ay). Enfin, pour ce qui est des opérations +y et
-x, des commentaires semblables peuvent étre effectués.

2.2 Algebres concretes

Les opérations que nous venons de définir vérifient
bien-siir un certain nombre de propriétés, mais lesquelles ?
Quel type d’algebre est la structure algébrique concrete
(IR*(X), ux, Lx, Tx *x, +x,-x) ? Tout d’abord, puisque X
est non-vide, alors

Ix Tx
— Uy FUy.

Soit Oy = uix etly = u;x. Bien entendu, Ox = (0,0)et 1y =
(X, X). Remarquons au passage que si les régions indéter-
minées (aj,ay) et (b1, by) de X sont précises alors les ré-
gions (ay, a)™, (ay, az) +x (b1, by) et (ar, az) x (b1, by) sont
précises aussi. Pour tout (a;,ay) € IR%(X), soit (a1, a2)” =
(a1, ax)'* et (ay,a2)* = (ay,a)'™™. Clairement, pour tout
(a1, @), (b1, b)) € IR*(X),
— (611,612)““ = (a1, a)" et (611,612)““ = (a1, )™,
— (a1, @)™ = (a1, a)1x et (a1, @)™ = (a1, ar)'x,
— (a, @)™ = (aa)™ et (a,a)*™ =
(a1, ar)™™,
— (a1, @) +x (b1, = (ar, @)™ +x (b1, b)" et
((a1,a2) +x (b1, b2))™ = (a1, @)™ +x (b1, b)),
— ((a1,a2) x (b1,b2)"* = (a1,a)" -x (by,by)* et
(a1, @) x (b1, b)) = (a1, a2)™ x (b1, o)~
De plus, (IR*(X), +x,-x) est un treillis distributif tel que
pour tout (a;, ay) € IR*(X),
— (a1,a2) +x Ox = (a1, a2) et
— (a1, a2) -x 1x = (a1, a2).
Egalement, pour tout (a;,a,) € IR*(X),
— (a, @)™ +x (a,a)™™ = 1y et (a,a)™ +x
(a1, a)™ " = 1y,
— (@, @)™ x (a,a)*™ = 0y et (a,a)™ x
(a1,a))™ ¥ = 0.
D’autre part, pour tout (a;, ay) € IR*(X),
— (a, @)™ +x (a1,a)™ = (aj, @)™ et (a1,a)"* x
(a1, @)™ = (a1, a2)"*.
Finalement, pour tout (a;, a,), (b, b,) € IR*(X),
— si (a1, a2)¥ = (b1, b2)** et (ar, @)™ = (by, by)™* alors
(a1, az) = (b, bo).

2.3 Algebres abstraites

Soit (A, u, |, T,*,+,-) une structure algébrique abstraite
de type (0,1,1,1,2,2). Nous dirons que (A,u, |, T,*,+,-)
est non-dégénérée ssi

— ub
Soit 0 = u! et 1 = u'. Pour tout @ € A, soit a- = a' et
at = a'. Nous dirons que (A, u, ], T,*,+,-) est fermée ssi
pour touta,b € A,

— a” =alet alT = al,



— aTl =adl et aTT = aT,

—at=d"etaT = dl",

— (@+bl=d +blet(a+b) =a + b,

_ (a'b)lzal-blet(a-b)T =a'-b.
Nous dirons que (A, u, |, T, *, +, ) est standard ssi (A, +, -)
est un treillis distributif tel que pour tout a € A,

— a+0=aet

—a-l=a.
Nous dirons que (A, u, |, T, *, +, ) est parfaite ssi pour tout
acA,

—d+aT=letd +at =1,

— at-aT=0etd-at =0.
Nous dirons que (A, u, |, T, *, +,+) est monotone ssi pour
touta € A,

—at+ad =detat-a' =ab.
Nous dirons que (A, u, |, T, *, +, ) est adéquate ssi pour tout
a,beA,

— siat =bleta' = b alorsa = b.
Nous dirons qu’une structure algébrique de type
(0,1,1,1,2,2) est normale ssi elle est non-dégénérée,
fermée, standard, parfaite, monotone et adéquate. De tout
ce qui précede, il s’ensuit que pour tout ensemble non-

vide X, (IRZ(X), ux, lx, Tx, *x, +x,'x) €st une structure
algébrique normale de type (0, 1,1, 1,2, 2).

2.4 Plongement injectif

Soit (A,u, |, T, *,+, ) une structure algébrique normale
de type (0,1,1,1,2,2). Par conséquent, (A,u, |, T,*,+,-)
est non-dégénérée, fermée, standard, parfaite, monotone et
adéquate. Nous allons construire un ensemble X non-vide
tel que (A, u,],T,*,+,-) peut étre injectivement plongée
dans (IR*(X), ux, Lx. Tx, *x, +x. -x). Pour tout a € A, soit
a =atetat =a. SoitB=1{a® : acAetac {—,+}}.
Soit Op (arité 0), 15 (arité 0), =g (arité 1), +p (arité 2) et -3
(arité 2) les opérations sur B définies de la facon suivante :

- OB = ui’
— 1z = uT,
_ a*B — a*’

— a+3b=a+b,
— agb=a-b.

Puisque (A, u, |, T, *, +, ) est non-dégénérée, fermée, stan-
dard et parfaite, alors (B, 0Op, 15, *g, +p, -g) est une algebre
de Boole non-dégénérée. Par conséquent, pour tout a,b €
B,a+gb = bssia-gb = a. Nous définissons sur B la
relation binaire <p de la fagon suivante :

— a<pbssia+gb=beta-gb=a.

Puisque (A, u, |, T, *, +, -) est monotone, alors

Lemme 1 Pourtouta € A, a- <p a*.
Puisque (A, u, |, T, *, +, -) est adéquate, alors

Lemme 2 Pour tout a,b € A, sia” = b~ eta™ = b" alors
a=Db.

Puisque (B, 03, 1, *5, +5, *p) est une algebre de Boole non-
dégénérée, alors <p est une relation d’ordre sur B telle que
pourtouta,b € B, a+pb = supSB{a, byeta-pb = inf. {a, b}.
Nous dirons qu’une partie F' de B est un B-filtre ssi pour
touta,b € B,

— 1B€F,
— siae Feta<gbalorsb e F,
— siae Fetbe Falorsa-gbeF.

Nous dirons qu’un B-filtre F' est propre ssi Og ¢ F. Nous
dirons qu’un B-filtre F' propre est premier ssi pour tout
a,b € B,sia+gb € F alorsa € F,ou b € F. Pour tout
a € B,soit [a)p = {b € B : a < b}. Il est bien connu que
pour tout a € B, [a)p est un B-filtre et si a # Op alors [a)p
est propre. De plus, pour tout a € B et pour tout B-filtre
propre F, si a ¢ F alors il existe un B-filtre premier G tel
que a ¢ G et F C G. Par conséquent, pour tout a, b € B, si
a £p b alors il existe un B-filtre premier F tel que a € F et
b ¢ F. Clairement,

Lemme 3 Pour tout B-filtre premier F, Og ¢ F et 15 € F.

Soit Xp I’ensemble de tous les B-filtres premiers. De tout ce
qui précede, il s’ensuit que Xp est non-vide. Pour touta € A
et pour tout @ € {—, +}, soit h*(a) = {F € Xp : a® € F}.
Clairement, pour tout a € A et pour tout B-filtre premier F,
ateFssiateF.a' eFssiadd e F,a e Fssial e F
eta'! € Fssial € F. Par conséquent,

Lemme 4 Pour tout a € A, h™ (@) = h (a), W' (d') =
h™(a), h(a") = h*(a) et h* (a") = h*(a).

De plus, pour tout @ € A et pour tout B-filtre premier F,
a*t e Fssia' ¢ Feta' € Fssial ¢ F. Par conséquent,

Lemme 5 Pour touta € A, h™(a*) = Xg\ h*(a) et h*(a*) =
Xp \ h(a).

Egalement, pour tout a,b € A et pour tout B-filtre premier
F,(a+b} eFssial e F,oub' € Fet(a+b)! € F ssi
a' € F,oub' € F. Par conséquent,

Lemme 6 Pour tout a,b € A, h (a+ b) = h™(a) Uh™(b) et
h*(a + b) = h*(a) U h* (D).

Finalement, pour tout a, b € A et pour tout B-filtre premier
F,(a-b) eFssiate Fetb'! e Fet(a-b)' e Fssia' e F
et b! € F. Par conséquent,

Lemme 7 Pour tout a,b € A, h™(a - b) = h™(a) N h™(b) et
h*(a-b) = h*(a) N h* (D).



Pour tout a € A, soit h(a) = (h™(a), h™(a)).

Lemme 8 Pour tout a € A, h(a) est une région non-
déterminée sur Xp.

Démonstration : Soit @ € A. Supposons que h(a) n’est
pas une région non-déterminée sur Xp. Par conséquent,
h™(a) € h*(a). Soit F € Xptelque F € h™(a) et F ¢ h*(a).
Par conséquent, a~ € F et a* ¢ F. Puisque F est un
B-filtre, alors a~ £p a* : contradiction avec le lemme 1. H

Lemme 9 Pour tout a,b € A, si h(a) = h(b) alors a = b.

Démonstration : Soit a, b € A. Supposons que h(a) = h(b)
et a # b. Par conséquent, h™(a) = h™(b) et h*(a) = h*(D).
De plus, par le lemme 2, a~ # b=, oua* # b*.

Cas a- # b™. Puisque <p est une relation d’ordre sur B,
alors a= £p b~, ou b~ £p a”. Sans perte de généralité,
supposons que a~ %p b~. Soit F est B-filtre premier tel que
a- € Fetb™ ¢ F.Parconséquent, F € h™(a) et F ¢ h™(b).
Par conséquent, &~ (a) # h™(b) : contradiction.

Cas a* # b*. Semblable au cas précédent. -

Lemme 10 1. h(u) = uy,.

2. Pour tout a € A, h(a") = h(a)**s et h(a") = h(a)'*s.

3. Pour tout a € A, h(a*) = h(a)**s.

4. Pour tout a,b € A, h(a + b) = h(a) +x, h(b).

5. Pour tout a,b € A, h(a - b) = h(a) -x, h(D).
Démonstration : (1) Conséquence directe du lemme 3.
(2) Conséquence directe du lemme 4.

(3) Conséquence directe du lemme 5.

(4) Conséquence directe du lemme 6.
(5) Conséquence directe du lemme 7. -4

De tout ce qui précede, il s’ensuit que

Proposition 1 /1 est un plongement injectif de (A,u, |,
T9 *, +, ) dans (IRZ(XB)s uXB’ lXB’ TX,p *XBa +XB’ 'XB)'

3 Algebre des relations primitives

Soit X un ensemble non-vide.

3.1 Régions qualitatives

Une région qualitative de X est une partie non-vide a
de X. Concernant les positions relatives de deux régions
qualitatives, il parait raisonnable de s’arréter aux relations
DR, PO, PP, PPI et EQ définies de la fagon suivante :

— DR(a,b)ssianb =0,
— PO(a,b)ssianb+0,al beta? b,
— PP(a,b)ssiaCbeta b,

— PPI(a,b)ssia ¢ beta2b,
— EQ(a,b)ssia=b.

Nous obtenons donc un jeu de 5 relations primitives, DR,
PO, PP, PPI et EQ, parmi lesquelles EQ est la relation
identité. Ce sont les 5 relations primitives de RCCS5 [15,
26]. Soit As I’ensemble de ces 5 relations primitives.
Quelles opérations peuvent étre définies sur les éléments
de As ? Soit A € As. 1l existe une seule relation primitive
B € As, dénotée A~! et appelée transposition de A, pour
laquelle il existe des régions qualitatives a et b telles que
B(a,b) et A(b,a). Soit A, B € As. 1l existe un plus petit en-
semble R C As de relations primitives, dénoté A o B et ap-
pelé composition de A et B, tel que pour tout C € As, s’il
existe des régions qualitatives a, b et c telles que C(a, b),
A(a,c) et B(c, b) alors C € R. Une partie de As est appelée
relation complexe de As.

3.2 Régions indéterminées qualitatives

D’une certaine fagon, la variante Egg-Yolk que nous
allons étudier constitue une intégration étroite de RCCS
a la Wolfl et Westphal [29]. Des régions qualitatives
a; et a telles que PP(aj,a;) définissent une région
indéterminée qualitative dénotée (a;,a;). Une relation
atomique potentielle entre régions indéterminées qua-

litatives est une matrice A = A An dont les
Ay Ax
coefficients sont dans {DR, PO, PP, PPI,EQ}. Nous

dirons que la relation atomique potentielle A entre ré-
gions indéterminées qualitatives est consistante ssi il
existe des régions indéterminées qualitatives (a;,ap) et
(b1, by) telles que pour tout all i,j € {1,2}, A;j(a;, b)).
46 relations atomiques potentielles entre régions indéter-

minées qualitatives sont consistantes — ( DR DR )

DR DR |
DR DR DR PO DR PP DR PP

( DR PO )( DR PO )( DR PO )( DR PP )
DR DR DR PO DR PP DR PP

( PO PO )( PO PO )( PO PO )( PO PP )
DR DR DR DR DR PO

( PPI PO ) ( PPI PPI ) ( PPI PO )
DR PO DR PP DR PP

( PPI PPI ) ( PPI PO ) ( PPI PP )
DR PP DR PP PO PO

( PPI PPI ) ( PPI EQ ) ( PO PO )
PO PP PO PP PO PO

( PO PO ) ( PO PP ) ( PPI PO )
PO PO PO PP PO PP

( PPI PPI ) ( PPI PO ) ( PPI PP )
PO PP PO PP PP PP

( PPI PPI ) ( PPI EQ ) ( PO PO )
PP PP PP PP PP PP

( PO PP ) ( PP PP ) ( PPI PO )



PP PP PP PP PP PP

( PPI PP )’ ( PPI PPI )’ ( PPI EQ )’
PP PP PPI PO PPI PO

( EQ PP )’ ( PPI PO )’ ( PPI PPI )’
PPI PP PPI PP PPI PP

( PPI PO )’ ( PPI PP )’ ( PPI PPI )’
PPI PP PPl PPI PPI EQ

( PPI EQ ) ( PPI PPI ) ( PPl PPI )
EQ PP EQ PP EQ PP

( PPI PO )’ ( PPI PP )’ ( PPl PPI ) ot

( 5}’Q1 gg — parmi lesquelles ( }[fPQI gg est

la relation identité. Soit Ay 1’ensemble des relations
atomiques potentielles consistantes. Soit A € Aug.

Proposition 2 Si B est une relation atomique potentielle
telle que pour tout i, j € {1,2}, B;; = A_/_'il alors B est consis-
tante.

Démonstration : Supposons que B soit une relation ato-
mique potentielle telle que pour tout 7, j € {1,2}, B;; = A]‘.il.
Puisque A € Ayg, alors A est consistante. Par conséquent,
il existe des régions indéterminées qualitatives (a;,a;) et
(b1, by) telles que pour tout i, j € {1,2}, A;(b;,a;). Par
conséquent, pour tout i, j € {1, 2}, A,_'il (ai, bj). Puisque pour
tout i, j € {1,2}, B;; = A;il, alors pour tout i, j € {1,2},
B;j(a;, b;). Par conséquent, B est consistante.

Comme le lecteur peut lui-méme le constater, il existe
exactement une relation atomique potentielle consistante
B € Ay, dénotée A~! et appelée transposition de A, telle
que pour tout i, j € {1,2}, B;; = AJ‘.[I.

Proposition 3 A~! est 'unique relation atomique poten-
tielle consistante B pour laquelle il existe des régions indé-
terminées qualitatives a, b telles que B(a, b) et A(b, a).

Démonstration : Puisque A € Ay, alors A est consistante.
Par conséquent, il existe des régions indéterminées quali-
tatives (aj, ay) et (by, by) telles que pour tout 7, j € {1,2},
Aji(bj,a;). Par conséquent, pour tout i,j € {1,2},
A;il(a,-,bj). Puisque pour tout i,j € {1,2}, B;; = AJ‘.[l,
alors pour tout i,j € {1,2}, Bjj(a,b;). Pour ce qui est
de I'unicité, supposons que B’ € Ay soit telle qu’il
existe des régions indéterminées qualitatives a’ et b’
telles que B'(a’,b’) et A(D',a’) et B” € Ay soit telle
qu’ile xiste des régions indéterminées qualitatives a”’ et
b” telles que B”(a”,b") et A(D”,a”). Par conséquent,
pour tout i, j € {1,2}, B;j(al'.,b}) et Aﬁ(b;.,a;) et pour tout
i,j € {1,2}, B/(a],b7) et Aj(b},a}). Par conséquent,
pour tout i, j € {1,2}, B;j(a;, b;.) et A]Til (a;, b;) et pour tout
i,j € {1,2}, B;}(a;’,b;’) et Ajfil(alf’,b}’). Par conséquent,
pour tout i, j € {1,2}, Bz"j = A;l.l et pour tout 7, j € {1,2},
B:; = A;l.l. Par conséquent, pour tout i, j € {1,2}, B;j = B:;

Par conséquent, B = B”. 4

Soit A, B € Aye.

Proposition 4 Si C est une relation atomique potentielle
telle que pour tout i,j € {1,2}, C;; € Cip o PPI, C;» €
Ci1oPP,Cyj€ PPoCyjetCyj€ PPIoCy et pourtout
i, ik € {1,2}, Cij € Ay o By alors C est consistante.

Démonstration : Supposons que C soit une relation
atomique potentielle telle que pour tout i,j € {1,2},
Ci,l € Ci,2 o PPI, C,‘,z € C,"l o PP, Cl,j € PPo Cz,]‘ et
C,j € PPIoCyjetpourtouti,jk € {1,2},Cij € Aj o By;.
Dans ce cas, le réseau de contraintes RCCS5 suivants (a
6 variables xi, x2, ¥1, y2, 21, 22) est chemin-consistant :
XiAi ;Vks )’kBk,ija x,‘Ci,ij, x1PPxy, y1PPy;, z1PPz.
Puisqu’il est atomique, alors il est aussi consistant. Par
conséquent, la relation atomique potentielle C est consis-
tante. -

Comme le lecteur peut lui-méme le constater, il existe
une plus petit ensemble R C Ay de relations primiti-
ves, dénoté A o B et appelé composition de A et B, tel
que pour toute relation atomique potentielle C entre ré-
gions indéterminées qualitatives, si pour tout 7, j, k € {1, 2},
Cij € Ay o Byjalors C € R.

Proposition 5 A o B le plus petit ensemble R C Ay de
relations primitives tel que pour toute relation atomique
potentielle C entre régions indéterminées qualitatives, s’il
existe des régions indéterminées qualitatives a, b et c telles
que C(a,b), A(a,c) et B(c,b) alors C € R.

Démonstration : Soit C une relation atomique potentielle
entre régions indéterminées qualitatives pour laquelle il
existe des régions indéterminées qualitatives a, b et ¢
telles que C(a, b), A(a,c) et B(c,b). Par conséquent, pour
tout i, ],k € {1,2}, C,-j(a,-, bj), Apla;, cp) et Bkj(ck,bj). Par
conséquent, pour tout i, j, k € {1,2}, C;; € Ay o Byj.

Une partie de Ay est appelée relation complexe de Aye.

3.3 Représentations faibles

Soit Rs I’ensemble des relations complexes de As. Bien
entendu, Card(Rs) = 2°. Pour tout R, S € Rs, nous définis-
sons

— 0=0,

— “R=4As\R,

— RUS =RUS,

— id=EQ,

— R'={A"' : AeR),

— RoS =U{AoB : AeRetBeS}.



Proposition 6 (Rs,0, —, L, id, ™!, 0) est une algébre de re-
lations faiblement représentable, c’est-a-dire qu’il existe
un ensemble U non-vide et une fonction ¢ : Rs — 2U<U
tels que p(0) = O et pour tout R,S € Rs, o(—R) = 2U*U \
¢(R), p(RUS) = ¢(R)U@(S), ¢(id) = Idy, 9(R™") = p(R)""
et e(RoS) 2 ¢(R) o ¢(S).

Démonstration : Soit U = Z. Pour tout R € Rs, soit ¢(R)
I’ensemble des couples (a, b) de régions qualitatives de Z
pour lesquels il existe A € R tel que A(a,b). Comme le
lecteur peut lui-méme le constater, (U, ¢) est une représen-
tation faible de (Rs, 0, —, L1, id,”" , o) telle que o(PP) # 0. 4

Soit Rss ’ensemble des relations complexes de Age.
Bien entendu, Card(Rug) = 2%°. Pour tout R, S € Rug, nous
définissons

— 0=0,
— —R=FAus \R,
— RUS =RUS,
. EQ PP
_ld:(PPI EQ )
— R'={A"": AeR},
— RoS =1{AoB : AcRetBeS}.

Proposition 7 (R4, 0, —, L, id,”!, o) est une algebre de re-
lations faiblement représentable.

Démonstration : Soit (U, ¢) une représentation faible de
(Rs,0,—,L1,id, ™", o) telle que @(PP) # 0. Soit (U’, ¢’) o
U’ = @(PP) et pour toute relation atomique potentielle
consistante A, ¢'(A) = {((u,uz),(vi,v2)) : pour tout
i,j € {1,2}, (u,vj) € @(A;p}. Alors (U’,¢’) est une
interprétation faible de (Rye, 0, —, L, id, ™", 0). 4

Voir [20] pour une étude détaillée de représentations
faibles d’algebres de relations qualitatives.

4 Réseaux de contraintes

Nous nous attaquons maintenant au probléme de la réso-
lution de réseaux de contraintes qualitatives du calcul Egg-
Yolk.

4.1 Réseaux de contraintes qualitatives

Un réseau de contraintes qualitatives (RCQ) du calcul
Egg-Yolk (respectivement, du calcul RCCS) est un couple
N = (V,C) constitué d’un ensemble non-vide V de va-
riables représentant des entités spatiales et d’une fonc-
tion C de V X V vers Ryq (respectivement, Rs) définis-
sant des agencements possibles entre les entités spatiales
considérées. Nous dirons qu'un RCQ N = (V, C) est non-
vide (respectivement, atomique) ssi pour tout v,v' € V,
Card(C(v,v")) > 1 (respectivement, Card(C(v,v")) = 1).

4.2 RCQ cohérents

Etant donné un RCQ N = (V,C) du calcul Egg-Yolk
(respectivement, du calcul RCCS5), nous dirons que N est
cohérent ssi il existe un ensemble non-vide X et une ap-
plication a associant a chaque v € V une région indé-
terminée a(v) de X (respectivement, une région a(v) de
X) telle que pour tout v,v' € V, il existe A € C(v,V")
telle que A(a(v), @(v’)). Une telle application sera appe-
lée solution de N. Un scénario S de N sur I’ensemble de
variables V' C V est un RCQ atomique (V’,C’) tel que
C’'(v,v") € C(v,v") pour tout v,v" € V’. Le probleme de la
cohérence des réseaux de contraintes qualitatives du calcul
Egg-Yolk (respectivement, du calcul RCC5) est le suivant :

— étant donné un RCQ N = (V,C) du calcul Egg-Yolk
(respectivement, du calcul RCCS5), déterminer si N est
cohérent ou non.

Montrons que le probleme de la cohérence du calcul
Egg-Yolk est, comme le probleme de la cohérence de
RCCS5 [26], un probleme NP-complet.

Proposition 8 Le probleme de la cohérence des réseaux
de contraintes qualitatives atomiques entre régions indé-
terminées est dans P.

Démonstration : Il suffit de remarquer que le probleme
de la cohérence des réseaux de contraintes qualitatives
atomiques entre régions indéterminées qualitatives est
polynomialement réductible au probléme de la cohérence
des réseaux de contraintes qualitatives atomiques de
RCCS5. Ce dernier étant dans P [15, 26], il s’ensuit que le
probléme de la cohérence des réseaux de contraintes quali-
tatives atomiques entre régions indéterminées est dans P. -

Proposition 9 Le probleme de la cohérence des réseaux
de contraintes qualitatives entre régions indéterminées est
dans NP.

Démonstration : Il suffit de remarquer que 1’algorithme
consistant a effectuer 1I’opération de choix suivante et a vé-
rifier si le réseau de contraintes atomiques résultant est co-
hérent constitue une procédure non-déterministe permet-
tant de décider le probleme de la cohérence des réseaux de
contraintes qualitatives entre régions indéterminées :

— pour tout i, j € {1,...,n} faire
— choisir A dans C(i, j); C@, j) := {A}.

Proposition 10 Le probleme de la cohérence des réseaux
de contraintes qualitatives entre régions indéterminées est
N P-difficile.

Démonstration : 11 suffit de remarquer que le probléme de
la cohérence des réseaux de contraintes qualitatives entre



régions est polynomialement réductible au probleme de
la cohérence des réseaux de contraintes qualitatives entre
régions indéterminées. -

4.3 Fermeture algébrique des RCQ

Nous employons le terme de sous-classe de relations
pour désigner un ensemble de relations fermé pour les opé-
rations ~!, N et o. Dans la suite de cette section, nous al-
lons caractériser des sous-classes de relations de Ry pour
lesquels le probleme de la cohérence des RCQ entre ré-
gions indéterminées qualitatives est un probleme polyno-
mial. Nous montrerons en particulier que pour certaines
sous-classes de relations de R4 la méthode polynomiale
du calcul de la fermeture algébrique d’un RCQ est une mé-
thode complete pour le probleme de la cohérence. Avant de
poursuivre, rappelons qu’étant donné un RCQ N = (V, 0),
N est dit algébriquement clos [22] ssi pour tout v,v', V" €
V,Clv,v’) € C(v,v") o C(v/,v”). Dans la littérature, les
termes de RCQ chemin-cohérents, ou encore faiblement
chemin-cohérents sont également utilisés. Voir [1] pour
I’utilisation d’autres formes de cohérence. Etant donné un
RCQ N = (V,C), la méthode du calcul de la fermeture
algébrique consiste a calculer le plus large sous-réseau
de N algébriquement clos en itérant 1’opération de trian-
gulation C(v,V") « C(v,v') N (C(v,v"") o C(v",v")) pour
tout triplet de variables v,v',v"” € V jusqu’a ce qu’un
point fixe soit atteint. Cette méthode peut étre implantée
en O(Card(V)?) [6].

4.4 Approximation des RCQ

Un RCQ entre régions indéterminées peut €tre ap-
proximé par un réseau de contraintes de RCCS5 en projetant
ses contraintes sur les régions composant les régions indé-
terminées. Formellement, ce RCQ de RCCS5 est défini de
la maniere suivante. Soit N = (V = {vy,...,v,},C), avec
n < 1, un RCQ non-vide du calcul Egg-Yolk. RCC5(N)
est le réseau de contraintes qualitatives de RCC5 (V',C")
défini par :

— pour chaque variable v; € V, avec i € {l,...,n} est
introduit deux variables v! et v? dans V' correspondant
aux deux régions de la région indéterminée représentée
parv;;

— pour tout v/,vi avec i,k € {1,..

C'Ov V) = {Aj 1 A € Ciw)).
Notons que dans le cas général, une solution du RCQ
RCC5(N) n’est pas solution du réseau de contraintes qua-

litatives du calcul Egg-Yolk N contrairement a des cas par-
ticuliers que nous caractériserons par la suite.

.,n}et gl e (1,2},

Lemme 11 Soit N un RCQ entre régions indéterminées.
Si N est non-vide et algébriquement clos alors RCC5(N)

est un réseau de contraintes qualitatives de RCCS5 non-vide
et algébriquement clos.

Démonstration : Supposons que N = (V, C) est non-vide
et algébriquement clos ou V = {vy,...,v,}. Par définition
du RCQ RCC5(N) = (V',(C"), il est immédiat que
RCC5(N) est non-vide. Montrons que RCC5(N) est algé-
briquement clos. Soit V' = {v}, v%, ..., v} v2}. Considérons

n*Vn

trois variables v{ ,vi,vzq € V’ et une relation atomique
A € C’(v{, vy,). Montrons que A’ € C’(v{,v,l() o C'(Vh,V5).
Du fait que A’ € C’(v{,v;;l), par définition de C’ nous
savons qu’il existe A € C(v;,v,) telle que A" = Aj,.
D’autre part, comme N est algébriquement clos, il existe
deux relations atomiques B € C(v;,vx) et C € C(vg, Vi)
telles que A € BoC. Puisque B € C(v;, vi) et C € C(vg, Vi),
nous avons Bj € C'(v/,v}) et C, € C'(vi,v3). D autre
part, comme A € B o C, nous pouvons affirmer que
Aj, € Bj; o Cy,. De tout ceci nous pouvons en déduire que
A € C’(vf, vf() ) C’(vf(, Vo). Ainsi, nous pouvons conclure
que RCC5(N) est algébriquement clos. -

Dans la suite, étant donnés une relation R € Ry¢ et deux
entiers 7, j € {1,2}, R;; dénotera la relation de RCCS5 dé-
finie par R;; = {A;; : A € R}. Les ensembles de relations
des régions indéterminées que nous allons considérer par la
suite seront construites a partir d’ensemble de relations de
RCCS5 de la maniére suivante. Soit E C Rs un ensemble de
relations des régions. E* est le sous-ensemble de relations
de R4¢ contenant I’ensemble des relations R € Ry satis-
faisant les propriété suivantes : (1) pour tout i, j € {1,2},
R;j € E et (2) pour toute relation atomique A € HAye telle
que A;; € R;; pour tout i, j € {1,2}, A € R. Une sous-classe
est dite traitable lorsque le probleme de la cohérence des
RCQ définis a partir des relations de cette sous-classe est
un probléme polynomial. Parmi les sous-classes traitables
de RCCS5, nous considererons Ss, la plus petite sous-classe
(pour I’inclusion) de RCCS5 contenant I’ensemble des re-
lations singletons, DI* et D les deux sous-classes étu-
diées dans [23] et H5 [26] la sous-classe des relations de
Horn de RCCS5 connu pour étre I’unique sous-classe maxi-
male traitable pour le probleme de la cohérence incluant
I’ensemble des 5 relations singletons de RCC5. Voir [15]
pour une classification complete des classes traitables de
RCCS5. Les sous-classes Ss, DL, D et Hs contiennent
respectivement 12, 14, 20 et 27 relations sans compter la
relation vide. D’autre part, nous avons S5 C Z)é4 c Hs
et Ss C Z)go C “‘Hs. Par programme, nous pouvons dé-
terminer que les ensembles Ss*, (DY), (D)% et HX
contiennent respectivement 638, 826, 2560 et 6543 rela-
tions sans compter la relation vide. D’autre part, des in-
clusions précédentes nous avons : S5* C (D;“)>< C H et
N (Dgo)X C HZ.

Exemple 1 A titre d’illustration considérons la relation
R € Ry définie par :



R:{( DR PP )( DR PP )( PO PP )( PO PP )

PO PO PPI PO PO PO PPI PO
PPI PP . L oX
( PPl PO )}. R est une relation appartenant a S5. Nous

pouvons en effet vérifier que Ry = {DR, PO, PPI}, R\, =
{PP}, Ry; = {PO, PPI}, Ry, = {PO} sont des relations de
Ss et que pour toute relation atomique A € Ayg telle que
A;j € R;j pour tout i, j € {1,2} nous avons A € R.

Etant donnée E C Rs un ensemble de relations de RCC5
contenant la relation universelle (la relation contenant les
5 relations de base) et une relation R € Rs, nous note-
rons par E(R) la plus petite relation (pour I’inclusion) de
E incluant R. D’autre part, pour toute relation R € Ryg,
E(R) dénotera la relation de Ry définie par E(R) = {A €
Aye tel que A;; € E(R;;) pour tout 7, j € {1,2}}. Nous pou-
vons montrer la propriété suivante :

Lemme 12 Soit E C Rs un ensemble de relations des ré-
gions contenant la relation universelle. Pour tout R € Ry,
R e E* ssi E(R) = R.

4.5 Sous-classes traitables

Etant donné N = (V, C) un réseau de contraintes quali-
tatives de RCC5 (respectivement, de 1’agebre des régions
indéterminées), nous dénoterons par E(N) le réseau de
contraintes (E,C’) de RCC5 (respectivement, de 1’agebre
des régions indéterminées) défini par C’(i, j) = E(C(, j))
pour tout i, j € {1,...,n}. D’autre part, nous serons par la
suite concerné par la proprieté de faible globale cohérence
des RCQ qui se défini de la maniere suivante [23] : un RCQ
N = (V,C) est faiblement globallement cohérent ssi tout
scénario cohérent de N sur V' C V peut étre étendu en un
scénario cohérent de N sur V.

Lemme 13 Soit E C Rs une sous-classe de RCCS5 conte-
nant la relation universelle. Si tout RCQ défini sur E algé-
briquement clos et non vide est un RCQ faiblement globa-
lement cohérent alors E* est une sous-classe de Rug.

Démonstration : Montrons que E* est fermé pour les opé-
rations ~!, N et o.

— Fermeture pour ~!. Soit R € E* et considérons la re-
lation 7 = R~'. Clairement, pour tout i, j € {1,2}
nous avons T;; = (R‘l);j = (Rji)‘l. Puisque R;; € E
et que E est un ensemble fermé pour ~', nous pou-
vons affirmer que (Rj,-)‘l € E pour tout i,j € E.
Ainsi, T;; = E(T;;) pour tout i, j € E. Par consé-
quent, nous pouvons affirmer que 7 = E(T) et que
donc T =R! € E*.

— Fermeture pour N. Soient R,S € E* et considérons
la relation T = RN S. Montrons que E(T) = T. Par
définition de E(T) il est clair que T € E(T"). Montrons
que E(T) € T. Soit A une relation atomique de Aye
telle que A € E(T). Pour tout i, j € {1,2}, nous avons

A,’j € E(TU) Ainsi, A,‘j S E((RQS)U) Cc E(R,»jﬁS,-j) -
E(R;j)NE(S ;) pour tout 7, j € {1,2}. Nous savons que
E(Rl]) = R,‘j et E(S”) = Sl] Ainsi, Aij € R,‘jﬁSij pour
tout i, j € {1,2}. Il en résulte que A;; € R;j et A;; € S;
pour tout 7, j € {1,2}. Ainsi, A € Ret A € S. Nous
pouvons en conclure que A € (RN S).

— Fermeture pour o. Soient R, S € E* et considérons la
relation 7 = RoS. Montrons que E(T) C RoS. Consi-
dérons le réseau de contraintes qualitatives du calcul
Egg-Yolk N = (V = {v,vp,v3},C) avec C(vy,vp) =
R, C(vy,v3) =S etC(vy,v3) = T.D’apres le lemme 11
nous avons N’ = RCC5(N) qui est un réseau de
contraintes de RCC5 non-vide et algébriquement clos.
De cela, nous pouvons montrer que N’ = E(N”) est
également un réseau de contraintes de RCCS5 non-vide
et algébriquement clos. De plus, notons que toutes les
contraintes de N’ sont définis par une relation ap-
partenant a E. Du fait de la propriété posée par hy-
pothese sur I’ensemble E, nous pouvons affirmer que
N est un RCQ faiblement globalement cohérent et
non-vide. Soit A une relation atomique de Ass ap-
partenant a E(T). Du fait que N est un RCQ fai-
blement globalement cohérent, nous pouvons affirmer
que le réseau cohérent de contraintes atomiques dé-

fini sur I’ensemble de variables {v}, v%,v%,v%} et par

les contraintes C(v’i,vﬁ) = A;; pour tout i, j € {1,2},
peut étre étendu en un scénario cohérent de N”. Ainsi,
nous pouvons affirmer que A € E(R) o E(S). Du fait
que E(R) = Ret E(S) = S, nous pouvons en déduire
que A € Ro S. Par conséquent, E(T) € T. Il s’en-
suit que E(T) = T. Nous pouvons en conclure que
T = Ro S est une relation de E*.

Long et Li [23] ont montré que tout réseau de contraintes
qualitatives de RCC5 algébriquement-clos et défini par des
relations de D1* ou des relations de D2° est un RCQ faible-
ment globallement cohérent (contrairement aux RCQ défi-
nis sur Hs). A partir de cela et du lemme 13 nous pouvons
en déduire la propriété suivante :

Proposition 11 Les ensembles Ss*, (Di*)*, (D3°)* sont
des sous-classes du calcul Egg-Yolk.

En examinant la preuve du lemme 13 nous pouvons re-
marquer qu’une propriété suffisante pour E* de R (avec
E C Rs) soit clos pour les opérations ~1 et N est que E
soit également clos pour ~1 et N. Ainsi, nous pouvons af-
firmer que I’ensemble . est clos pour les opérations ~1
et N. Néamoins, comme le montre I’exemple suivant, ?{SX
n’est pas une sous-classe du fait que cet ensemble n’est pas
fermé pour 1’opération de composition.

Exemple 2 Considérons les relations R,S,T € Rys défi-
nies par :



R:{( EQ PP )},S:{( DR DR )( DR PP )},

PPI PPI DR DR PPI  EQ
T={ DR DR DR DR DR DR DR DR
- DR DR )’\ DR PO |’\ PO PO |’\ PPI PO |’
DR DR DR PP .
( PPl PPI )( PPl PPI )}. R et S sont deux relations ap-

partenant a HZ, tandis que T = RoS n’est pas une relation
de HZ.

Lemme 14 Soit E C Rs un ensemble de relations de
RCCS5. Si tout RCQ défini sur E non vide et algébrique-
ment clos est cohérent alors tout RCQ N défini sur E* non
vide et algébraiquement clos est cohérent.

Démonstration : Soit un RCQ A défini sur £ non vide
et algébraiquement clos. Soit N’ = RCC5(N). Nous
pouvons montrer que N’ est non-vide, algébriquement
clos et défini sur E. Ainsi, N’ est cohérent. D’autre part,
nous pouvons montrer que tout solution de N’ est solution
de N. 1l en résulte que N est cohérent. -

Lemme 15 Soit E C Rs une sous-classe de relations de
RCC5. Sitout RCQ défini sur E non vide et algébriquement
clos est faiblement globalement cohérent alors la méthode
de la fermeture algébrique est compléte pour le probleme
de la cohérence de tout RCQ entre régions indéterminées
défini sur E*.

Démonstration Soit N = (V,C) un réseau de
contraintes qualitatives des régions indéterminées
défini sur E*. La méthode de la fermeture algé-
brique consiste a itérer 'opération de triangulation
Cv,V) « Cw,Vv)n (Cyv'" o C(v’,v))) pour tout
triplet de variables v,v’,v"’ jusqu’a ce qu’un point fixe
soit atteitnt ou que le réseau de contraintes ne soit plus
non-vide. Dans ce deuxiéme cas, nous pouvons affirmer
que le réseau de contraintes initial est non cohérent. Dans
le premier cas, nous pouvons affirmer que le RCQ obtenu
est équivalent au réseau initial, non-vide, défini par des
relations de E* (puisque E* est une sous-classe) et est
algébriquement clos. Nous pouvons en conclure que ce
réseau de contraintes, ainsi que le réseau initial, admettent
une solution et sont donc cohérents. -

A partir de ce qui précede, nous pouvons en déduire la
propriété suivante :

Proposition 12 La méthode de la fermeture algébrique est
complete pour le probleme de la cohérence de tout RCQ
défini sur Ss*, (D) ou encore (D).

5 Conclusion

Beaucoup reste a faire.
Les parties maximales de 1’algebre qualitative RCC5
pour lesquelles le probleme de la consistance de réseaux

de contraintes est dans P ont été répertoriées avec préci-
sion [15]. Dans le cadre du raisonnement sur les relations
entre régions indéterminées, pouvons-nous caractériser les
parties maximales de I’ensemble de nos 46 relations pri-
mitives pour lesquelles le probleme de la consistance de
réseaux de contraintes est dans P ?

Si nous nous intéressons maintenant a des régions
(ay,a) ou a; et ay sont des fermés réguliers de I’espace
des réels tels que a; C ay, les relations primitives entre des
entités (a;,ar) et (by,by) de ce type sont déterminées par
les différentes possibilités qu’il y a de situer dans I’espace
les fermés réguliers a,, ay, by et b, tout en préservant les
contraintes a; C a, et by C b,. Quelles sont ces relations
primitives ? Quid du probléme de la consistance de réseaux
de contraintes exprimés dans ce cadre ?
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