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Résumé
L’extension des ensembles d’exemples est une ques-

tion importante en apprentissage automatique. En effet
quand les exemples disponibles sont en quantité limitée,
les performances des méthodes classiques de classification
peuvent diminuer, et il peut être désirable de construire
des exemples additionnels. Dans cet article, nous considé-
rons l’usage du raisonnement analogique, et plus partici-
lièrement des proportions analogiques pour étendre les en-
sembles d’exemples. On fait l’hypothèse que les classes sont
déterminées par une fonction (partiellement connue). On
examine les conditions requises sur les fonctions pour ga-
rantir une extension sans erreur des ensembles d’exemples,
dans un cadre booléen. Dans ce but, on introduit la notion
de fonctions préservant l’analogie (fonctions PA), et nous
établissons qu’elles coïncident avec la classe des fonctions
booléennes affines. Ce résultat théorique est complété par
une étude expérimentale de PA-fonctions approchées, ce qui
suggère qu’elles peuvent rester adéquates pour étendre des
ensembles d’exemples.

Mots clés : proportion analogique, extension d’ensembles
de données d’entraînement.

Abstract
Training set extension is an important issue in machine

learning. Indeed when the examples at hand are in a limited
quantity, the performances of standard classifiers may signi-
ficantly decrease and it can be helpful to build additional
examples. In this paper, we consider the use of analogical
reasoning, and more particularly of analogical proportions
for extending training sets. Here the ground truth labels are
considered to be given by a (partially known) function. We
examine the conditions that are required for such functions
to ensure an error-free extension in a Boolean setting. To
this end, we introduce the notion of Analogy Preserving
(AP) functions, and we prove that their class is the class of
affine Boolean fonctions. This theoretical result is comple-

ted with an empirical investigation of approximate functions
AP, which suggests that they remain suitable for training set
extension.

Keywords : proportion analogique, training set exten-
sion.

1 Introduction

La capacité à apprendre à partir de peu d’exemples est
une faculté importante du cerveau humain, et joue un grand
rôle dans l’élaboration des catégories cognitives chez l’en-
fant [14]. Cela contraste avec les algorithmes en apprentis-
sage qui habituellement requièrent des ensembles de don-
nées suffisamment grands. Le question d’apprendre partir
de quelques exemples n’est pas nouvelle, voir par exemple
[12] dans le contexte de la reconnaissance des formes.

Le raisonnement analogique, qui est reconnu comme un
moyen puissant d’établir des parallèles entre des entités
apparemment indépendantes, peut également être employé
pour construire de nouveaux exemples à partir d’un petit
ensemble de données [2].

L’analogie a une longue histoire et a été principalement
étudiée d’un point de vue psychologique [9, 13], mais des
modélisations logiques ont aussi été introduites : ainsi [10]
a donné une modélisation de l’analogie en logique du pre-
mier ordre qui apparaît trop restrictive, et une approche
plus sophistiquée basée sur une logique d’ordre supérieure
a été proposée [15], qui correspond à la l’idée de la théorie
de la mise en parallèle de structures (“structure mapping
theory") de [13].

En suivant des idées venant de l’anthropologie structu-
raliste [17] et de la linguistique computationelle [18, 30],
une modélisation en logique propositionnelle des propor-
tions analogiques, i.e., des énoncés de la forme “a est à b



ce que c est à d”, a été introduite par [23, 25]. L’approche
du raisonnement analogique basée sur les proportions, dont
l’intérêt cognitif a été souligné depuis longtemps [27], a
aussi montré qu’elle pouvait présenter un intérêt en classi-
fication sur problèmes tests [1, 4].

Les auteurs de [16] ont montré que ce type de processus
de classification analogique pouvait être formalisé en deux
grandes étapes : Tout d’abord une extension analogique
d’un ensemble de données est construite (comme expliqué
en Section 3), et ensuite un algorithme de type k-NN est ap-
pliqué à cet ensemble de données étendu. Comme on peut
s’y attendre, les performances du classifieur analogique dé-
pendent grandement de la qualité de l’extension. Dans cet
article, on introduire la classe PA des fonctions préservées
par l’analogie qui garantissent une extension sans erreur.

L’article est organisé comme suit. En Section 2 nous pro-
posons une vue d’ensemble des différentes méthodes cou-
ramment utilisées pour étendre un ensemble de données.
En Section 3 on rappelle des éléments de base sur l’ana-
logie et son expression en logique booléenne (sous forme
de proportion analogique), en pointant l’existence de deux
modélisations potentielles. On rappelle aussi le processus
d’extension d’un ensemble de données par l’analogie et on
introduit la notion de fonctions PA. La Section 4 porte sur
la caractérisation théorique des fonctions PA. En section 5
on définit et on étudie empiriquement les fonctions PA ap-
prochées. On montre ensuite leur intérêt pour l’extension
des ensembles de données en pratique.

2 Extension d’un ensemble de données

L’extension d’un ensemble de données (“training set”)
d’un référentiel donné X est une idée simple pour amé-
liorer les capacités de généralisation d’un classifieur. Il
s’agit d’ajouter à un ensemble de données S de nouveaux
exemples, mais en veillant à préserver la qualité de S .

Formellement, on part d’un ensemble S = {x(i) ∈ X|i ∈
[1, n]} d’exemples (n est supposé petit), où x(i) est un éle-
ment d’un produit cartésien X = X1 × . . . × Xm. A chaque
élément x(i) ∈ S , on associe une valeur de la fonction cible
f (x(i)) = y(i) ∈ Y . En cas de régression, y(i) ∈ R, et en cas de
classification y(i) appartient à un ensemble fini et est appelé
“classe” ou étiquette.

Plusieurs méthodes ont été proposées pour étendre un
ensemble de données avec de nouveaux exemples. On peut
ainsi obtenir un nouvel exemple en partant de 1, 2 ou 3
exemples connus.

1. Avec un seul exemple, une façon naturelle de procé-
der est d’utiliser l’approche classique par voisinage :
étant donné l’exemple (a, f (a)), on peut générer un
nouvel exemple (b, f (b)) où b est proche de a et f (b)
est proche de f (a). En classification, f (b) peut être
choisi comme f (a).

2. Avec deux exemples, l’option précédente reste appli-
cable et conduit à interpoler le nouvel exemple à par-
tir des deux qui sont donnés. Une option un peu dif-
férente est la procédure dite de “Feature Knockout”
[32], qui consiste à construire un troisième exemple
en modifiant un attribut choisi au hasard du premier
exemple par sa valeur dans le second exemple. Ce
procédé possède des propriétés intéressantes et est en
fait équivalent à une technique populaire de régula-
risation (Tikhonov) en régression linéaire. Une idée
apparentée est utilisée dans un proposition récente
[5] qui introduit une mesure d’étrangeté (“oddness”)
par rapport à une classe qui est calculée sur la base de
paires constituées de deux plus proches voisins dans
la même classe ; la méthode revient à remplacer les
deux voisins par un représentant fictif de la classe.

3. Avec trois exemples (a, f (a)), (b, f (b)), (c, f (c)), les
options précédentes restent possibles et conduisent
à construire un quatrième exemple qui est dans un
certain sens entre les trois autres : nous avons encore
une forme d’interpolation. Un idée assez différente
est d’extrapoler le quatrième item sur la base d’une
proportion analogique [2]. Dans cette perspective, le
quatrième élément n’est pas nécessairement dans le
voisinage des trois autres.

Dans cet article, nous étudions cette dernière option en pro-
fondeur. Cet article est la version française de [6].

3 Proportions analogiques pour l’extension
d’ensembles de données

Comme indiqué plus haut, les classifieurs analogiques
[16] étendent d’abord l’ensemble des données, puis ap-
pliquent une procédure type k-NN à l’ensemble de données
ainsi augmenté. Dans la suite, on se focalise sur la première
étape, l’extension étant basée sur la notion de proportion
analogique.

L’idée de proportion fut introduite dans la Grèce An-
cienne dans un cadre numérique avec en particulier les
exemples de :

1. la proportion arithmétique, où a, b, c, d sont en
proportion si a − b = c − d ;

2. la proportion géométrique, où a, b, c, d sont en
proportion si a

b = c
d .

Ces exemples capturent implicitement l’idée de proportion
analogique qui correspond à un énoncé de la forme a est à
b comme c est à d.

Dans cette section, on rappelle tout d’abord les proprié-
tés de base des proportions analogiques, et on décrit ensuite
le processus de construction de l’extension analogique d’un
ensemble de données. Dans la suite, X dénote un ensemble
non vide, et les éléments de X seront dénotés par des lettres
minuscules a, b, c, d, . . . De plus, les m-uplets (ou vecteurs)



sur X seront notés par lettres en caractères gras a,b, c,d,
. . .la i-ème composante d’un m-uplet a sera noté ai.

3.1 Proportions analogiques

Comme leur contrepartie numérique, une proportion
analogique 1 sur un ensemble non vide X est une rela-
tion quaternaire A sur X qui satisfait les 3 axiomes suivants
[11, 19] :

1. Identité : pour tout a, b ∈ X, A(a, b, a, b).
2. Symétrie : pour tout a, b, c, d ∈ X, si A(a, b, c, d),

alors A(c, d, a, b).
3. Permutabilité centrale : pour tout a, b, c, d ∈ X, si

A(a, b, c, d), alors A(a, c, b, d).
Il y a différentes manières de définir une analogie sur un en-
semble X, selon la structure sous-jacente et les opérateurs
disponibles. Dans [22, 30, 21], on trouvera des exemples
pour des structures matricielles, des mots sur un alphabet,
des treillis, etc. Quand X = B = {0, 1}, des expressions lo-
giquement équivalentes de la proportion analogique ont été
données [23, 25] :

A(a, b, c, d) si (a ∧ ¬b↔ c ∧ ¬d) ∧ (¬a ∧ b↔ ¬c ∧ d)
ou de manière équivalente, si
(a ∧ d ↔ b ∧ c) ∧ (a ∨ d ↔ b ∨ c),

où ↔ est le connecteur d’équivalence : x ↔ x′ = 1 si
x = x′ et 0 sinon. La première expression exprime que a
diffère de b comme c diffère de d et inversement b diffère
de a comme d diffère de c. La seconde équivalence traduit
le fait que l’analogie se comporte comme une proportion
numérique pour ce qui est des extrêmes et des moyens.

Nous ferons référence dans la suite à ce modèle boo-
léen de l’analogie comme le modèle standard. En fait, il
y a d’autres modèles de l’analogie qui satisfont les trois
axiomes qui peuvent être construits dans B [24]. Parmi eux,
un présente un intérêt particulier : il s’agit du modèle pro-
posé dans [17], qui est obtenu en relaxant le modèle stan-
dard sous la forme (a ↔ b) ↔ (c ↔ d). On référera aux
modèles standard et de Klein par AS et AK respectivement.
Contrairement au modèle standard, celui de Klein satisfait
une propriété apparemment attractive : AK (a,¬a, b,¬b).

La Table 1 montre les 8 lignes où les proportions du
modèle de Klein tiennent. Pour les 8 configurations de va-
leurs de a, b, c, d restantes qui n’apparaissent pas dans la
table, aucune ne correspond à une proportion valide pour
aucun des deux modèles. On peut voir que le modèle de
Klein, quoique attractif à première vue, obéit à la propriété
suivante qui ne semble pas naturelle pour une analogie :
AK (a, b, c, d) ⇐⇒ AK (b, a, c, d). Il se trouve cependant
que tous les résultats théoriques dans cet article seront va-
lides à la fois pour le modèle standard et le modèle de

1. dans le reste de l’article, le terme analogie signifie toujours propor-
tion analogique.

a b c d AS AK

0 0 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 1 1
1 0 1 0 1 1
0 1 1 0 0 1
1 0 0 1 0 1

Table 1 – Valuations de a : b :: c : d pour le modèle standard
et le modèle de Klein de l’analogie. Les valuations manquantes
donnent 0 pour AS et AK .

Klein ; on utilisera la notation a : b :: c : d qui vaudra pour
AS(a, b, c, d) ou AK (a, b, c, d) indifféremment. En Section
5, on verra cependant que, en dépit de propriétés théoriques
similaires, les résultats empiriques montrent que le modèle
standard est préférable.

On peut vérifier sur la Table 1 que AS et AK satisfont
aussi une sorte de propriété d’indépendance au codage :

a : b :: c : d ⇐⇒ ¬a : ¬b :: ¬c : ¬d,

ce qui garantit que 0 et 1 jouent des rôles symétriques.
Notons par ailleurs que les analogies sur l’ensemble X in-
duisent une analogie sur Xm où pour a,b, c,d ∈ Xm,

a : b :: c : d si ai : bi :: ci : di pour chaque i ∈ [1,m].

A partir de cette définition et en utilisant la Table 1 on
peut déduire la propriété suivante qui sera utilisée dans de
futures preuves :

Property 1. Pour tout a,b, c,d ∈ Bm tel que a : b :: c : d,
on a h(a,b) = h(c,d), h(a, c) = h(b,d) et h(a,d) = h(b, c),
où h(x, x′) est la distance de Hamming, définie comme le
nombre de composantes qu’on doit changer pour transfor-
mer x en x′ (ou l’inverse).

3.2 Equation analogique et principe inférentiel

Une fois la notion de proportion analogique définie sur
un ensemble X, étant donnés 3 éléments a, b, c de X, l’exi-
gence que la relation a : b :: c : x soit vraie définit une
équation où x est l’inconnue. Selon l’ensemble X, l’analo-
gie A et les éléments a, b, c ∈ X, on peut rencontrer une des
trois situations : l’équation n’a pas de solution, l’équation
a une solution unique, ou l’équation a plusieurs solutions.

Dans le cas booléen, AS(a, b, c, x) a une solution si et
seulement si (a↔ b)∨ (a↔ c) est vrai. Ainsi AS(1, 0, 0, x)
et AS(0, 1, 1, x) n’ont pas de solution. Quand la solution
existe, elle est donnée par x = (a ↔ b) ↔ c ou plus sim-
plement par x = c si a ↔ b, et par x = b si a ↔ c. Notons
que pour AK , l’équation a toujours une solution.



Le processus de résolution d’équation analogique joue
un rôle essentiel dans le principe d’inférence analogique
qui peut s’écrire schématiquement comme suit :

a : b :: c : d
f (a) : f (b) :: f (c) : f (d)

,

pour des m-uplets a,b, c,d ∈ Xm et une fonction f : Xm →

X. En essence, il pose que si des m-uplets a,b, c,d ∈ Xm

sont en analogie, alors leurs images par f (et dans notre
cas, leurs étiquettes) sont aussi en analogie. Ce principe
peut être vu comme un cas particulier d’un autre principe
appelé quelquefois saut analogique [10] ; voir [26] sur ce
point.

Le principe d’inférence analogique requière que la fonc-
tion f satisfasse deux conditions :

(i) l’équation f (a) : f (b) :: f (c) : y a une solution
quand a : b :: c : d tient,

(ii) la solution y est égal à f (d).
Dans la sous-section suivante, on rappelle comment ce

principe peut être utilisé pour prédire des valeurs inconnues
et étendre un jeu d’essai. Dans le reste de l’article on se
focalise sur le cas booléen (X = B), et on recherche une
caractérisation complète des fonctions booléennes qui sont
complètement compatibles avec ce principle.

3.3 Extension d’un jeu d’essai par analogie

Etant donné un jeu d’essai S ⊆ Bm et une fonction
f : Bm → B, on définit ce qu’on appelle l’extension ana-
logique de S utilisant f , comme suit :

ES ( f ) = {x ∈ Bm | ∃(a,b, c) ∈ S 3, a : b :: c : x et
f (a) : f (b) :: f (c) : y a une solution}

Intuitivement, ES ( f ) peut être vu comme l’ensemble de
tous les x ∈ Bm qui sont en analogie avec au moins un
3-uplet dans S , pourvu que l’équation sur les étiquettes as-
sociées soit aussi soluble. Il est clair que S ⊆ ES ( f ), et
on dénote ES ( f ) \ S par E∗S ( f ). Chaque élément de ES ( f )
reçoit une étiquette analogique x f . Pour les éléments de
E∗S ( f ), x f est défini comme la prédiction la plus commune
parmi les solutions candidates y. Pour les éléments de S ,
on rend simplement pour x f la valeur f (x) qui est connue.
Voici une description algorithmique du processus :

1. Tout d’abord, ajouter chaque x ∈ S à ES ( f ). Alors,
pour tout a,b, c ∈ S tel que f (a) : f (b) :: f (c) : y est
soluble et tel qu’il existe x ∈ Bm\S with a : b :: c : x,
ajouter x à ES ( f ) et conserver y comme un candidat
pour x f . Techniquement x ∈ E∗S ( f ).

2. Puis pour chaque x ∈ E∗S ( f ), effectuer une procé-
dure de vote majoritaire : prendre pour x f le can-
didat le plus commun parmi toutes les solutions y
en cas de d’ex-æquo, prendre une des valeurs au
hasard). Pour les éléments de S , x f est simplement
f (x).

L’extension analogique peut alors être utilisée, comme
un ensemble de données augmenté, par n’importe quel
classifieur, en utilisant les étiquettes analogiques calculées
comme si c’était la vérité terrain [16]. Il est donc naturel de
s’attendre à ce que pour chaque x ∈ E∗S ( f ) on ait x f = f (x).
La notion de fonction PA va nous aider à formaliser cette
espérance.

3.4 Fonctions préservant l’analogie

Definition 1. On dit que l’extension ES ( f ) est saine si x f =

f (x), pour chaque x ∈ E∗S ( f ). Aussi, si ES ( f ) est sain pour
tous les S ⊆ Bm, on dit alors que f préserve l’analogie
(on parle alors de “PA fonction”).

La Proposition 1 fournit une définition équivalente des PA
fonctions.

Proposition 1. Une fonction f : Bm → B est PA si et seule-
ment si pour tout a,b, c,d ∈ Bm, f satis fait la condition
suivante :a : b :: c : d et

f (a) : f (b) :: f (c) : y est soluble
=⇒ y = f (d)

Démonstration. si f satisfait cette condition, alors il est
clair d’après la sous-section 3.3 que pour tout S ⊆ Bm et
x ∈ E∗S ( f ), tous les candidats y pour x f sont égal à f (x),
aussi x f sera toujours f (x), ce qui rend la fonction f PA.

Si f ne satisfait pas cette condition, alors il existe a,b, c,
et d ∈ Bm tels que a : b :: c : d mais la solution y pour
f (a) : f (b) :: f (c) : y n’est pas égal à f (d). En prenant
S 0 = {a,b, c} on obtient E∗S 0

( f ) = {d}, et puisque d f = y ,
f (d), ES 0 ( f ) n’est pas saine, alors f n’est pas PA. �

Si f est PA, alors l’extension ES ( f ) est saine pour tout S ,
c’est donc une extension pertinente de S qui peut être uti-
lisée en toute confiance pour la classification. Dans la suite
de l’article, on apporte une réponse au problème suivant :

Problème 1. Donner une description complète des fonc-
tions f : Bm → B qui assurent une extension ES ( f ) saine
pour tout jeu d’essai S ⊆ Bm. En d’autres termes, il s’agit
d’identifier toutes les PA fonctions.

Notons tout d’abord que beaucoup de fonctions “naturel-
les” ne sont pas PA. Considérons par exemple la fonction
binaire f (x1, x2) = x1∧ x2, avec a,b, c,d ∈ B2 donnés dans
la Table 2. On a a : b :: c : d et f (a) : f (b) :: f (c) : y e
st soluble, mais la solution est y = 0, qui est différente de
f (d) = 1, donc f n’est pas PA. Cela est à relier au fait que
les proportions analogiques ne sont pas stables par combi-
naison conjonctive. Ce serait aussi le cas pour la disjonc-
tion [25].

Dans la section suivante, on présente une description
complète des fonctions PA et on répond ainsi au Problème
1.



x1 x2 f (·)

a 0 0 0
b 0 1 0
c 1 0 0
d 1 1 1

Table 2 – f (x1, x2) = x1 ∧ x2 n’est pas PA.

4 La classe des fonctions PA

Il nous faut tout d’abord rappeler quelques notions de
base de la théorie des variables essentielles pour les fonc-
tions.

4.1 Variables essentielles et sections de fonctions

Pour i ∈ [1,m], α ∈ Bm et c ∈ B, soit αc
i m-uplet de Bm

obtainu en remplaçant αi par c dans α. Une variable xi est
dite inessentielle dans f : Bm → B si pour tout α ∈ Bm

et c ∈ B, f (αc
i ) = f (α¬c

i ). Sinon, xi est dite essentielle
dans f , ou encore que f dépend de xi. En termes simples,
une variable essentielle est une variable qui a la capacité
de changer la valeur de f . Par exemple dans f (x1, x2, x3) =

x1 ∧ x3, x1 et x3 sont des variables essentielles tandis que
x2 est inessentielle. On notera ess( f ) le nombre de variables
essentielles de f (ou arité essentielle).

Deux fonctions f : Bm → B et g : Bn → B sont dites
équivalentes s’il existe deux applications σ : [1, n] →
[1,m] et σ′ : [1,m]→ [1, n] telles que

f (x1, . . . , xm) = g(xσ(1), . . . , xσ(n)) et
g(x1, . . . , xn) = f (xσ′(1), . . . , xσ′(m)).

En d’autres termes, f et g sont équivalentes si l’une peut
être obtenue à partir de l’autre par permutation des va-
riables, addition de variables inessentielles, ou identifica-
tion de variables inessentielles. Par exemple, f (x1, x2, x3) =

x1 ∧ x3 et g(x1, x2) = x1 ∧ x2 sont des fonctions équiva-
lentes. Notons que deux fonctions équivalentes ont néces-
sairement le même nombre de variables essentielles. Pour
plus de détails sur la théorie des variables es sentielles de
fonctions, voir [8, 7, 28, 31].

Dans nos démonstrations, on utilisera la propriété sui-
vante :

Property 2. Soit f : Bm → B et g : Bn → B des fonctions
équivalentes. Alors f est PA si et seulement si g est PA.

Ceci peut être vérifié en remarquant que l’analogie dans
Bm est définie composante par composante, que la permuta-
tion de variables n’a pas d’effet sur les équations et leur so-
lution. De plus, la manipulation de variables inessentielles
ne change pas la valeur de la fonction f , et donc la pro-
priété PA tient encore.

Nous définissons maintenant le concept de section d’une
fonction, aussi connu sous le nom de restriction, ou encore
de manière quivalente comme le résultat d’une application
partielle en informatique. Soit f une fonction Bm → B, et
(I, J) une partition de [1,m]. Pour x ∈ Bm et α ∈ B|I|, la
I-section (ou simplement la section) f αI : B|J| → B est la
fonction qui est obtenue en fixant toutes les variables de I
aux valeurs des composantes de α. Notons que l’arité de f αI
est |J|, et que ess( f αI ) ≤ ess( f ). Par exemple, considérons
la fonction f à trois variables : f (x1, x2, x3) = (x1∧ x2)∨ x3.
La section f (1,0)

{1,3} est définie par f (1,0)
{1,3} (x2) = (1∧x2)∨0 = x2.

Un résultat important à propos des sections qui sera uti-
lisé dans les autres preuves est énoncé par la Propriété 3,
qu’on peut vérifier en notant que x : x :: x : x pour tout
x ∈ B :

Property 3. Si f : Bm → B et PA, alors toute section de f
est aussi PA.

Dans ce qui suit, l’opérateur ET, ‘∧’, sera noté ‘·’ pour se
conformer à une notation algébrique. De plus, ‘+’ dénotera
maintenant l’addition modulo-2, équivalente à l’opérateur
XOR. Notons que x + 1 = ¬x.

4.2 Les fonctions affines

Nous sommes maintenant en position d’examiner des
exemples de fonctions PA. Nous allons montrer que toute
fonction affine est PA.

Proposition 2. Soit L la classe de toutes les fonctions af-
fines, i.e. les fonctions de la forme :

f (x1, . . . , xm) = α1 · x1 + . . . + αm · xm + α,

avec α1, . . . , αm, α ∈ B. Toute fonction affine (aussi appelée
linéaire quand α = 0) est PA.

Démonstration. Soit f : Bm → B ∈ L. En remarquant que
f est PA si et seulement si f + 1 = ¬ f est PA, on peut sup-
poser sans perte de généralité que α = 0. De plus, en consi-
dérant que f dépend essentiellement de n ≤ m variables (n
est le nombre de αi égal à 1), f est équivalente à la fonc-
tion g : Bn → B définie par g(x1, · · · , xn) = x1 + · · · + xn.
En prenant en compte la Propriété 2, on a juste à prouver
que g est PA pour montrer que f est aussi PA.

La fonction g a la propriété remarquable 2 que
si on change la valeur de n’importe quel xi cela
change la valeur de g : ∀i, g(x1, · · · , xi, · · · , xn) =

¬g(x1, · · · ,¬xi, · · · , xn). Compte tenu de cette propriété, il
est facile de voir que :

∀x, x′ ∈ Bn, g(x) = g(x′) ⇐⇒ h(x, x′) est pair,

2. Ceci est la raison pout laquelle les fonctions affines conduisent à
des problèmes de classification qui sont, en fait, hautement non linéaire-
ment séparables.



où h est la distance de Hamming.
Soit a,b, c,d ∈ Bn tels que les deux hypothèses de la

définition de PA soient satisfaites, i.e.

a : b :: c : d et g(a) : g(b) :: g(c) : y est soluble.

Comme l’équation est soluble, la Table 1 nous indique
qu’il y a trois cas possibles (on utilise la Propriété 1) :

1. g(a) = g(b), et dans ce cas la solution est y = g(c).
Comme g(a) = g(b), alors h(a,b) est pair, ainsi que
h(c,d). Alors, g(c) = g(d) et y = g(d).

2. g(a) = g(c), et dans ce cas la solution est y = g(b).
Comme g(a) = g(c), alors h(a, c) est pair, ainsi que
h(b,d). Donc g(b) = g(d) et y = g(d).

3. ¬g(a) = g(b) = g(c), et dans ce cas la solution est
y = g(a). Comme g(b) = g(c), alors h(b, c) est pair,
ainsi que h(a,d). Donc g(a) = g(d) et y = g(d).

Le troisième cas est seulement pertinent pour le modèle
de Klein. Dans tous les cas on a y = g(d), ce qui montre
que g est PA, et par suite tout f ∈ L. �

4.3 Une description complète des fonctions PA

Nous venons de voir que toute fonction affine est PA.
Nous allons maintenant établir un résultat plus fort : les
fonctions affines sont les seules fonctions PA.

Pour cela on va utiliser la représentation polynomiale
des fonctions booléennes. Un monôme est un terme de
la forme :

xI =
∏
i∈I

xi,

pour un ensemble quelconque possiblement vide d’entiers
positifs I, où |I| est appelé le degré de xI . On prend la
convention que 1 est le monôme vide x∅. Un polynôme
est une somme de monômes et son degré est le plus grand
degré de ses monômes. Il est bien connu [29, 33] que toute
fonction f : Bm → B est représentée de façon unique
par un tel polynôme, aussi appelé sa Forme Normale Al-
gébrique :

f (x1, . . . , xm) =
∑

I⊆{1,...,m}

aI · xI

où chaque aI appartient à B. Notons que la fonction
constante 0 est représentée par a∅ ·x∅ avec a∅ = 0. Le degré
d’une fonction f : Bm → B, noté d( f ), est défini comme le
degré du polynôme unique représentant f .

Notons que la classe des fonctions de degré au plus 1
est exactement la classe L des fonctions affines, qui sont
PA. On va montrer que la classe des PA fonctions est la
classe des fonctions affines en prouvant que si une fonction
f est PA, alors d( f ) ≤ 1. On considère d’abord le cas où
d( f ) = 2.

Property 4. Soit f : Bm → B avec d( f ) = 2. f n’est pas
PA.

Démonstration. Considérons f avec d( f ) = 2 et ess( f ) ≥
2. On note xI un des monômes de f de degré 2. On consi-
dère la section f 0

J , où J = [1,m] \ I, où 0 dénote le vecteur
constant 0 in B|J|. Toutes les variables qui ne font pas par-
tie du monôme xI ont été mises à 0. La section f 0

J a un
monôme unique de degré 2 (xI) et ess( f ) = 2. f 0

J est néces-
sairement équivalente à une des fonctions suivantes :

f1(x1, x2) = x1 · x2 + α

f2(x1, x2) = x1 · x2 + x1 + α

f3(x1, x2) = x1 · x2 + x1 + x2 + α

Il est assez facile de trouver des exemples de a,b, c,d ∈ B2

pour montrer qu’aucune de ces fonctions n’est PA (voir la
Table 2), so f 0

J ne peut pas être PA non plus. Comme f 0
J est

une section f , f n’est pas PA. �

Ce dont nous avons besoin maintenant c’est d’une pro-
priété qui nous permettrait de décroître le degré d’une fonc-
tion sans changer sa propriété PA. C’est le rôle de la Pro-
priété 5.

Property 5. Soit f : Bm → B une fonction telle que d( f ) =

k ≥ 2. Alors il y a une section g de f telle que d(g) = k− 1.

Démonstration. Supposons que d( f ) = k ≥ 2, et soit xI un
monôme de f de degré maximum, i.e. |I| = k. A nouveau,
considérons la section g = f 0

J où J = [1,m] \ I et 0 dénote
le vecteur constant 0 de B|J|. Il est clair que g est repré-
senté par un polynôme qui a un unique monôme de degré
maximal k, c’est-à-dire xI , et peut-être quelques autres mo-
nômes de degré strictement inférieur à k. Prenons un i ∈ I :
alors g′ = g1

{i} est une section de g de degré (et d’arité) k−1.
Comme g′ est une section de g, c’est aussi une section de
f , ce qui complète la preuve. �

Nous sommes maintenant en position d’établir le résultat
principal.

Proposition 3. La classe des fonctions PA est la classe L
des fonctions affines.

Démonstration. Nous avons vu que toute fonction affine
est PA, i.e. si d( f ) ≤ 1, alors f ∈ PA. D’autre part, la
Propriété 4 nous dit que si d( f ) = 2, alors f < PA. Aussi
supposons que d( f ) ≥ 3. Par des applications successives
de la Propriété 5, il s’ensuit que qu’il y a une section g de
f avec d(g) = 2. Comme g n’est pas PA, f n’est pas PA
non plus à cause de la Propriété 3. En résumé, si d( f ) ≥ 2
alors f n’est pas PA, at donc la classe des fonctions PA est
exactement L. �

On peut donc apporter une réponse finale au problème
initial : la classe des fonctions qui assurent une extension



saine pour tout jeu d’essai S ⊆ Bm est la classe L des
fonctions affines. Si la fonction n’est pas affine, alors il
existe un jeu d’essai S 0 ⊆ Bm pour lequel ES 0 ( f ) n’est pas
saine.

Cependant, tandis que ce résultat théorique est intéres-
sant en soi, il est évident que les fonctions purement affines
ne sont pas représentatives de ce que l’on peut rencontrer
dans la réalité. Ceci conduit au Problème 2 : Que reste-
t-il de la qualité de l’extension analogique ES ( f ) quand
f s’écarte d’être PA de différentes manières ? Le but de
la section suivante est de commencer à étudier empirique-
ment cette question.

5 Fonctions approximativement PA et expé-
riences

Ici, nous étudions d’abord la qualité de l’extension ana-
logique quand la fonction f n’est pas exactement affine.
Etant donné un échantillon S , nous définissons ω(S , f ) (ou
simplement ω) comme la qualité de l’extension ES ( f ) :

ω(S , f ) = Px∈E∗S ( f )

[
x f = f (x)

]
,

où Px est la distribution uniforme sur Bm.
Ici, x ∈ Bm est considérée comme une variable aléatoire.

Par définition, ω(S , f ) = 1 pour tout S si et seulement si f
est PA. Il est clair que ω(S , f ) = ω(S ,¬ f ) pour tout S et
pour toute f , simplement à cause de la propriété de code
independance (voir Section 3.1).

Etant données 2 fonctions booléennes f et g, on définit
leur distance comme dist( f , g) = Px

[
f (x) , g(x)

]
. On dit

que f est ε-proche de g si dist( f , g) ≤ ε, et que f est ε-
proche d’un ensemble Σ s’il ∃g ∈ Σ telle que f est ε-proche
de g.

Nous étudions les variations de ω quand f est ε-proche
de L. En fait, comme l’ensemble des fonctions affines est
constitué de l’ensemble des fonctions linéaires ainsi que
de leurs compléments, des propriétés de ω, on déduit qu’il
suffit de considérer que f est ε-proche de l’ensemble des
fonctions linéaires. Ce qui est très utile car, en pratique, on
peut utiliser le test BLR [3] qui permet d’interroger une
fonction partiellement connue pour découvrir si elle est ε-
proche de l’ensemble des fonctions linéaires.

Partant de g : B8 → B linéaire définie comme g(x) = x1+

· · ·+ x8, on introduit du bruit en niant certaines entrées g(x)
avec une fréquence ε. On obtient ainsi une fonction fε qui
est nécessairement ε-proche de l’ensemble des fonctions
linéaires.

Dans la Figure 1, nous présentons les valeurs de ω(S , fε)
avec le modèle Standard pour differentes tailles de S (ex-
primées comme un pourcentage de |Bm|). Les résultats sont
des moyennes sur 50 expériences. D’autres exprériences
ont été faites avec d’autres fonctions linéaires (i.e. avec
moins de variables essentielles ou avec une arité diffé-
rente). Les résultats obtenus sont similaires.

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

ε

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

ω
|S|= 10%

|S|= 20%

|S|= 40%

|S|= 60%

Figure 1 – Valeur de ω pour des fonctions ε-proches de L.

ωS ωK βS βK

Monk 1 .96 .96 .73 .62
Monk 2 .96 .84 .69 .60
Monk 3 .98 .95 .87 .77

Table 3 – ω et β pour les modèles Standard et Klein sur le pro-
blèmes Monks.

Notons qu’il suffit de considérer ε ∈
[
0, 1

2

]
, car si g est

ε-proche de L, ¬g est (1− ε)-proche de L et les 2 fonctions
ont donc le même ω, ainsi les courbes sont symétriques par
rapport à l’axe ε = 1

2 .
Quand ε = 0, on obtient ω = 1, comme attendu par

la Proposition 3. On observe une décroissance presque li-
néaire en ω quand ε varie de 0.3− 0.4 puis conduisant à un
plateau où ω = 1

2 , indiquant que les labels analogiques x f

sont plus ou moins aléatoires. De plus, ω décroit plus vite
pour de petits échantillons S .

Cela est du au fait que les labels x f résultent d’un vote
majoritaire et que le nombre de candidats devient plus petit
quand |S | décroit, altérant ainsi la qualité de la prédiction.
Reste à déterminer une dépendance fonctionnelle entre ω,
ε et |S |.

Maintenant, notons que, même si la fonction f est loin
d’être PA, la qualité ω de l’extension ES ( f ) peut rester
haute.

Pour illustrer ce fait, définissons la valeur β qui sera un
indicateur de combien f est loin d’être parfaitement PA.
Pour chaque x ∈ E∗S ( f ), on définit βx comme la proportion
de candidats y menant au label correct, i.e. la proportion de
y tels que y = f (x). β est définie comme la moyenne de
tous les βx. Clairement, la fonction f est PA si et seulement
si β = 1 pour tout S , i.e. si βx = 1 pour tout x ∈ E∗S ( f ) et
pour tout S .

La Table 3 donne les valeurs de ω et β pour les modèles
Standard et Klein (respectivement ωS, ωK , βS et βK ) sur
3 jeux de données du dépôt UCI, précisément les 3 pro-
blèmes ‘Monk’ 3 [20]. Les résultats sont une moyenne sur
100 experiences, où S est à chaque fois choisi aléatoire-
ment comme 30% de l’univers X.

On observe que sur chaque jeu de données, βS est signifi-
cativement plus petit que 1. Cela suggère que les fonctions

3. Comme ils sont nominaux, nous les binarisons.



sous jacentes sont hautement non PA, car en moyenne, il y
a une grande proportion (aux alentours de 20%) de candi-
dats y qui prédisent le mauvais label. Cependant, ωS n’est
jamais plus petit que 96%, ce qui génère des extensions de
bonne qualité. C’est là que le vote majoritaire entre en jeu :
dans certains cas, ce vote compense les fausses prédictions.
C’est ce qui se produit dans 96%, 96% et 98% des cas res-
pectivement.

Ici encore, nous cherchons à obtenir des garanties théo-
riques sur cette procédure de vote majoritaire.

Notons aussi que le modèle de Klein produit des résul-
tats de la même qualité ou de qualité inférieure au modèle
standard. Cela suggère que le modèle standard, qui définit
la même classe de fonctions PA, est plus utile en pratique.
Notons que la différence entre ωS et ωK a été observée de
manière consistante au travers de diverses expériences que
nous ne mentionnons pas ici faute de place. Cela pourrait
s’expliquer par le fait que le modèle de Klein satisfait une
propriété peu attendue d’une analogie : AK (a, b, c, d) ⇐⇒
AK (b, a, c, d).

6 Conclusion et pistes futures

Dans ce papier, nous avons démontré l’int’erêt de
l’usage des proportions analogiques pour étendre un échan-
tillon de valeurs booléennes. Nous avons introduit la notion
de fonctions PA, qui sont les fonctions pour lesquelles nous
sommes sûrs d’obtenir une extension sans erreur. Après
avoir identifié la classe des fonctions PA comme étant celle
des fonctions linéaires, nous avons discuté comment un tel
résultat théorique pourrait être utile dans les cas r’els.

Nous avonsétudié 2 manières de dévier du cas PA. Pre-
mièrement, en étudiant les fonctions approximativement li-
néaires et en observant les variations dans la qualité de l’ex-
tension analogique.

Deuxièmement, en étudiant des ensembles de données
dont la fonction sous jacente est clairement non linéaire
mais pour lesquels les classifieurs analogiques sont perfor-
mants. Ces 2 investigations empiriques suggèrent que nous
devons rechercher des garanties théoriques sur la qualité de
l’extension analogique dans ces 2 contextes.

Il est aussi clair que ce type de résultat doit aussi être
recherché pour des attributs nominaux (et pas seulement
booléens.)
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