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Résumé
L’approche Counter-Example Guided Abstraction Refi-

nement (CEGAR) a été un grand succès dans la vérification
de modèle. Depuis lors, elle a été appliquée à de nombreux
problèmes différents. Il s’avère qu’il s’agit d’une approche
pratique très efficace pour résoudre le problème QBF qui
est PSPACE-complet. Dans cet article, nous proposons une
nouvelle approche semblable à CEGAR pour aborder des pro-
blèmes PSPACE, approche que nous appelons RECAR (Re-
cursive Explore and Check Abstraction Refinement). Nous
montrons que cette approche générique est correcte et com-
plète. Ensuite, nous proposons une instantiation du frame-
work RECAR pour résoudre le problème de satisfiabilité en
logique modale K. Nous implémentons les deux approches
CEGAR et RECAR pour déterminer la cohérence d’une for-
mule en logique modale K au sein du solveur MoSaiC. Nous
comparons expérimentalement ces approches face aux sol-
veurs de l’état de l’art. L’approche RECAR surpasse l’ap-
proche CEGAR sur ces problèmes et se compare favorable-
ment aux solveurs de l’état de l’art sur les benchmarks
considérés.

Abstract
Counter-Example Guided Abstraction Refinement

(CEGAR) has been very successful in model checking. Since
then, it has been applied to many different problems. It
is especially proved to be a highly successful practical
approach for solving the PSPACE complete QBF problem.
In this paper, we propose a new CEGAR-like approach for
tackling PSPACE complete problems that we call RECAR
(Recursive Explore and Check Abstraction Refinement).
We show that this generic approach is sound and complete.
Then we propose a specific implementation of the RECAR
approach to solve the modal logic K satisfiability problem.
We implemented both CEGAR and RECAR approaches for
the modal logic K satisfiability problem within the solver
MoSaiC. We compared experimentally those approaches
to the state-of-the-art solvers for that problem. The RECAR
approach outperforms the CEGAR one for that problem and
also compares favorably against the state-of-the-art on the
benchmarks considered.

1 Introduction

L’idée d’utiliser un solveur SAT s’est révélée être une
approche pratique très efficace pour résoudre certains pro-
blèmes NP-complets [3]. Un des principaux problème est
de trouver le “bon” encodage pour le problème, c’est-à-
dire de trouver la réduction polynomiale du problème ori-
ginal vers une formule de la logique propositionnelle en
Forme Normal Conjonctive (CNF, un ensemble de clauses)
qui peut être efficacement résolue par un solveur SAT [23].
Le solveur SAT est un moteur générique de résolution de
problème, dont le paramètre d’entrée est une CNF équico-
hérent au problème original. Il arrive souvent que soit le
solveur SAT résout efficacement la CNF soit pas du tout
(voir les résultats de la compétition SAT [14]). Un cas par-
ticulier est quand la CNF générée est trop grande : le temps
pour générer et lire la CNF est plus grand que le temps pour
la résoudre. Ceci est due à une quantité limitée de mémoire
allouée à la résolution et pas au solveur SAT directement.
Nous abordons l’un de ces cas particuliers dans cet article.

Pour les CNF possédant énormément de clauses, des
approches spécifiques ont été créées dans le passé, où le
solveur SAT est utilisé tel un oracle dans une procédure
plus complexe. Une de ces procédure est appelée Counter-
Example-Guided Abstraction Refinement (CEGAR) [6]. Le
solveur SAT est alimenté avec une abstraction du problème
original qui permet plus de modèles (ce que nous appel-
lerons ici une sous-abstraction). Si cette sous-abstraction
est incohérent, alors le problème original l’est aussi (court-
circuit UNSAT). Sinon la procédure est capable de vérifier
si le modèle trouvé pour la sous-abstraction est une solu-
tion pour le problème original. Dans ce cas, nous avons
un court-circuit SAT additionnel capable de décider la co-
hérence de la formule. Si ce n’est pas le cas, de nou-
velles contraintes sont ajoutées pour prévenir le solveur de
trouver de tel exemple fallacieux (étape de raffinement) et
la procédure se répète. Éventuellement une formule équi-



cohérente est détectée, et le solveur SAT peut décider ainsi
le problème. Une des raisons pour utiliser CEGAR est
qu’en pratique, la formule complète est trop grande pour
ne serait-ce qu’être générée, par conséquent, le seul es-
poir pour résoudre ce problème est “d’avoir de la chan-
ce’ (court-circuit SAT) ou d’être capable de prendre en
compte une structure spécifique du problème (court-circuit
UNSAT). Cette approche est élégante et a été appliquée
à de nombreux problèmes : la cohérence Modulo Théorie
(SMT) [4], la Planification [27] ou plus récemment à QBF
[13]. Il apparaît que CEGAR est la meilleur approche en
pratique pour résoudre des problèmes QBF (selon la der-
nière compétition QBF [24]). Ce résultat étonnant a motivé
notre travail. Notre but est d’appliquer une approche basée
sur SAT à un autre problème PSPACE-complet, déterminer
la cohérence d’une formule en logique modale K. De très
nombreuses approches basées sur SAT ont déjà été propo-
sées dans le cadre de la logique modale [25], d’aucun pour-
rait même argumenter que *SAT [8] est déjà une approche
CEGAR pour la logique modale K.

Dans cet article, nous introduisons une extension à l’ap-
proche CEGAR qui propose une étape récursive pour intro-
duire un nouveau court-circuit dans la procédure CEGAR
originale. Dans notre contexte, la boucle CEGAR principale
contient un court-circuit SAT (Esat), pendant que l’étape
récursive permet à la procédure de fournir un court-circuit
UNSAT (Eunsat). Nous appelons cette extension “Recur-
sive Explore and Check Abstraction Refinement” (RECAR).
L’idée de mixer les court-circuits SAT et UNSAT dans une
procédure CEGAR n’est pas nouvelle : cela a déjà été em-
ployée pour SMT [4] et pour la détection de bug [29]. Ici,
la nouveauté est que nous utilisons une abstraction du pro-
blème original dans la boucle, ce qui est rendu possible
grâce à l’appel récursif dans la boucle principale.

L’approche RECAR est générique, elle n’est pas spéci-
fique à un domaine. Dans cet article, nous présentons les
conditions requises sur les abstractions utilisées et nous
prouvons la correction et la complétude de l’approche. En-
suite, nous instancions notre approche pour déterminer la
cohérence d’une formule en logique modale K, en four-
nissant des fonctions d’abstractions pour ce problème et
des résultats expérimentaux de cette approche face aux sol-
veurs de l’état de l’art. Nous pensons que les bons résultats
pratiques que nous obtenons en utilisant RECAR sur ce do-
maine particulier sont prometteurs pour d’autres domaines.
Cet article présente, dans ce but, une approche générique
avec un cas d’utilisation réussi.

Le reste de l’article est organisé comme suit : tout
d’abord, nous présentons l’approche CEGAR ; Puis, nous
proposons notre framework appelé RECAR et nous mon-
trons sa correction et sa complétude ; Nous fournissons une
implémentation de l’approche RECAR pour la logique mo-
dale K ; Et finalement, nous comparons l’efficacité de l’ap-
proche RECAR face aux solveurs de l’état de l’art pour la

logique modale K.

2 Préliminaires sur CEGAR

Counter-Example Guided Abstraction Refinement,
CEGAR, est une méthode incrémentale pour décider de la
cohérence d’une formule.

Il a été conçu à l’origine pour la vérification du modèle
[6], c’est-à-dire de répondre aux questions du type “Est-
ce que S |= P ?” ou de manière équivalente, “Est-ce que
(S ∧¬P) est incohérent ?”, où S décrit un système et P une
propriété. Dans les problèmes très structurés, il est souvent
le cas que seul une petite partie de la formule soit néces-
saire pour répondre à la question. L’idée derrière CEGAR est
de remplacer φ = (S ∧ ¬P) par une abstraction φ′, où φ′

est plus simple à résoudre en pratique que φ. Il existe deux
types d’abstractions :

— Une sur-abstraction de φ est une formule φ̂ telle que
φ̂ |= φ, φ̂ a au plus autant de modèles que φ ;

— Une sous-abstraction de φ est une formule φ̌ telle que
φ |= φ̌, φ̌ a au moins autant de modèles que φ.

Typiquement, φ est une CNF et sous/sur doivent être lu
dans le sens “sous-contraint” et “sur-contraint”. Ensuite,
une méthode classique pour sous-approximer φ est “d’ou-
blier” des clauses, c’est-à-dire φ̌ est un sous-ensemble de
clauses de φ. Un modèle de φ̌ peut potentiellement, avec
de la chance, satisfaire φ. De plus, si φ̌ est montrée incohé-
rent, alors φ l’est aussi. Cette double possibilité de conclure
plus rapidement fait que les approches CEGAR basées sur les
sous-abstractions sont très populaire. Une méthode clas-
sique pour sur-approximer φ est de borner la génération
de la formule φ̂ en lui donnant un n plus petit que celui né-
cessaire pour atteindre l’équi-cohérence avec le problème
original (comme dans la Vérification de Modèle Bornée
(BMC) [6] ou encore en planification [27]). Ainsi un mo-
dèle de φ̂ peut être étendu pour devenir un modèle de φ
mais l’incohérence de φ̂ signifie que la borne n a besoin
d’être augmentée et la procédure doit être répétée.

Un exemple de CEGAR utilisant des sur-abstractions est
donnée en Figure 1. Il reçoit en entrée une formule φ et
calcule une sur-abstraction ψ. Ensuite, il utilise un solveur
SAT pour vérifier si ψ est cohérent, si c’est le cas, il conclut
que φ est cohérent. Sinon ψ est raffinée, c’est-à-dire, qu’elle
se rapproche de φ, jusqu’à ce qu’elle soit cohérente ou
jusqu’à ce que le raffinement de la sur-abstraction est dé-
tecté comme étant équi-cohérent à φ, noté ψ ≡?

sat φ (c-à-d.
∃M,M |=1 ψ iff ∃M′,M′ |=2 φ) 1 où il conclut que φ est in-
cohérent. Dans la suite, φ ≡?

sat ψ signifie un test incomplet
mais efficace pour l’équi-cohérence, test qui répond ‘oui’
ou ‘inconnu’.

Récemment, les solveurs SAT sont devenus capable de
vérifier la cohérence “sous hypothèses” [7], c’est-à-dire

1. |=1 et |=2 désignent éventuellement différentes relations de consé-
quence (en logique propositionnelle et en logique modale par exemple).



cegar(φ) ψ ← φ̂

check(ψ)SAT ψ ≡?
sat φ UNSAT

ψ ← refine(ψ)

Esat
unsat oui

inc.

Figure 1 – Le framework CEGAR avec des sur-abstractions

donner la cohérence d’un ensemble de littéraux appelés hy-
pothèses et de fournir dans le cas d’une incohérence, une
“raison” de l’incohérence de la formule en fonction de ces
littéraux.

Définition 1 (Coeur incohérent avec hypothèse). Soit φ une
CNF et A un ensemble cohérent de littéraux venant de φ.
Prenons φ cohérent et (φ ∧

∧
a∈A a) incohérent. L ⊆ A est

un coeur incohérent de φ si et seulement si (φ ∧
∧

l∈L l) est
incohérent.

Par conséquent, un oracle SAT pour φ, sachant A, peut
être vu comme une procédure fournissant une paire (d, ψ)
avec d ∈ {SAT,UNSAT} et ψ est un modèle de φ si d =

SAT ou un coeur incohérent de φ si d = UNSAT.
Les solveurs SAT modernes sont capables de prendre ψ

en compte dans les deux cas. Les coeurs incohérents ont été
utilisés par exemple dans une approche CEGAR pour décider
la cohérence du fragment propositionnelle de la logique du
premier ordre [16].

3 Recursive Explore and Check Abstraction
Refinement

Une approche CEGAR classique avec une sur-abstraction
et un court-circuit SAT fonctionne bien quand l’entrée est
cohérent. Généralement, il ne fonctionne pas aussi bien sur
les problèmes incohérents. La raison à cela est qu’il est
nécessaire de continuer à raffiner jusqu’à obtenir l’équi-
cohérence avec le problème original.

Une manière d’aborder ce problème est de mixer les
court-circuits SAT et UNSAT, comme dans [4] et [29].
Dans ces approches, les méthodes alternent les sur et sous
abstractions. L’approche RECAR, illustrée dans la Figure 2
et l’Algorithme 1 intercale les deux types d’abstractions :
chaque abstraction est réalisée avec les informations re-
tournées par le solveur sur la précédente. Le court-circuit
UNSAT est réalisé en utilisant un appel récursif à la procé-
dure principale quand une sous-abstraction stricte φ̌ peut
être construite. Il convient également de noter que l’ap-
proche proposée permet des abstractions sur deux niveaux :
une utilisée pour simplifier le problème au niveau du do-
maine (l’appel récursif), tandis que l’autre permet de sim-
plifier le problème au niveau de l’oracle.

Pour pouvoir appliquer l’approche RECAR, la sous-
abstraction φ̌ et la sur-abstraction φ̂ doivent satisfaire cer-
taines conditions. Dans ce qui suit estSAT(φ) signifie que
φ est cohérente (6|=1 ¬φ) et estUNSAT(φ) signifie (|=2
¬φ), mais possiblement avec différentes relations de consé-
quence. RC(φ, φ̌) désigne une fonction booléenne décidant
si un appel récursif (Recursive Call) doit être effectué.

recar(φ) ψ ← φ̂

check(ψ)SAT ψ ← refine(ψ)

ψ ≡?
sat φ UNSAT

RC(φ, φ̌)

recar(φ̌) non

Esat

unsat

oui

inc.

oui

Eunsat

sat

Figure 2 – L’approche RECAR

3.1 Conditions pour utiliser RECAR

1. La fonction ‘check’ est une implémentation de
‘estSAT’ qui est correcte, complète et qui se termine.

2. estSAT(φ̂) implique estSAT(refine(φ̂)).

3. Il existe n ∈ N tel que refinen(φ̂) ≡?
sat φ.

4. estUNSAT(φ̌) implique estUNSAT(φ).

5. Soit under(φ) = φ̌. Il existe n ∈ N tel que
RC(undern(φ), undern+1(φ)) évalue à faux.

Notons que nous avons estSAT(φ̂) implique φ est cohé-
rent avec les Conditions 2 et 3 ensemble. Dans ce qui suit,
nous montrons que, sous ces conditions, l’approche RECAR
est correcte, complète et termine. Pour ce faire, nous pré-
sentons l’algorithme recar(φ) dans l’Algorithme 1.

Théorème 1 (Justesse). Si recar(φ) retourne SAT alors φ
est cohérente.

Démonstration. Supposons que recar(φ) retourne SAT.
Cela arrive seulement si check(ψ) retourne SAT, soit à la
ligne 3 soit à la ligne 7. Ainsi, nous savons que estSAT(ψ)
est vérifiée (Condition 1) mais ψ vaut φ̂ ou refinen(φ) pour



Algorithme 1 : recar(φ)

1 ψ← φ̂
2 tant que ψ ≡?

sat φ retourne “inconnu" faire
3 si check(ψ) = SAT alors retourner SAT ;
4 si RC(φ, φ̌) alors
5 si recar(φ̌) = UNSAT alors retourner

UNSAT ;

6 ψ← refine(ψ) ;

7 retourner check(ψ)

un certain n ∈ N. Par conséquent, φ est cohérente (par les
Conditions 2 et 3). �

L’intuition derrière la preuve du Théorème 2 est qu’il y
a deux manières de conclure que φ est incohérente. Dans
le premier cas, φ̂ est raffinée un nombre fini de fois jusqu’à
ce que l’on détecte l’équi-cohérence avec φ et que check
retourne UNSAT et donc que φ est incohérente. Dans le
second cas, une des sous-abstractions est montrée UNSAT
et donc par construction φ est UNSAT (Condition 4).

Théorème 2 (Complétude). Si recar(φ) retourne UNSAT
alors estUNSAT(φ).

Démonstration. Par induction sur la taille k de la pile d’ap-
pels récursifs à recar (ligne 5). Supposons que recar(φ) re-
tourne UNSAT après k appels récursifs. Dans la base d’in-
duction (k = 0) (pas d’appel récursif). Nous devons avoir
quitté la boucle (ψ ≡?

sat φ) et check(ψ) a retourné UNSAT.
Cela signifie que ψ est incohérent (par la Condition 1) et
par conséquent estUNSAT(φ) est vraie (à cause de l’équi-
cohérence). L’hypothèse d’induction est la suivante : pour
tous k ≤ n, si recar(φ) retourne UNSAT après k appel récur-
sif alors estUNSAT(φ). Dans l’étape d’induction k = n + 1.
Les conditions des lignes 4 et 5 de l’algorithme sont vraies.
Cela signifie que recar(φ̌) retourne UNSAT après k appels
récursifs à recar. estUNSAT(φ̌) (par l’hypothèse d’induc-
tion). Donc estUNSAT(φ) (par la Condition 4). �

L’intuition derrière la preuve du Théorème 3 est que
l’algorithme va effectuer un nombre fini d’appels récursifs
(Condition 5). De plus, chacun de ces appels récursifs a
un nombre fini d’étapes de raffinement avant de terminer
(Condition 3).

Théorème 3 (Terminaison). RECAR termine pour n’im-
porte quelle entrée φ.

Démonstration. Nous avons que (1) Pour toutes les for-
mules φ, il existe n ∈ N tel que RC(undern(φ), undern+1(φ))
évalue à faux (Condition. 5) et (2) Pour chaque i ≤ n il
existe mi ∈ N tel que refinemi (φ̂) ≡?

sat φ (Condition. 3).
Par conséquent, pour chaque entrée φ, l’appel récursif à la
ligne 5 de l’Algorithme va s’exécuter au plus n fois avant

que la condition à la ligne 4 devienne fausse. Pour chacun
de ces appels récursifs, la boucle tant-que de l’algorithme
va être effectuée au plus mi fois avant que la condition à la
ligne 2 devienne fausse. Donc, pour toute les entrées, recar
se termine après au plus n + Σn

i=0(mi) appels récursifs. �

4 Résoudre K-SAT avec RECAR

Dans cette section, nous montrons comment RECAR est
utilisé pour résoudre le problème de satisfiabilité en lo-
gique modale K, qui est un problème PSPACE-complet
[11, 18].

4.1 La logique modale K

Avant de montrer comment nous appliquons l’approche
RECAR, définissons formellement ce qu’est la logique mo-
dale K. Soit un ensemble non-vide fini de variables propo-
sitionnelles P = {p1, p2, . . .} et un ensemble de m opéra-
teurs modaux unaires M = {�1, . . . ,�m}. Le langage de K
(noté L) est l’ensemble des formules contenant P, fermé
sous l’ensemble des connecteurs propositionnels {¬,∧} et
l’ensemble des opérateurs modaux dans M. Nous utili-
serons les abréviations standard pour >, ⊥, ∨ et ^. Par
exemple ^aφ = ¬�a¬φ.

Définition 2 (Modèle de Kripke). un modèle de Kripke
est un triplet M = 〈W, {Ra | �a ∈ M},V〉, où : W est
un ensemble non-vide de “mondes possibles” ; Chaque
Ra ⊆ W × W est une relation d’accessibilité binaire sur
W ; V : P → 2W est une fonction de valuation qui associe,
à chaque p ∈ P, l’ensemble des mondes possibles de W
où p est vraie. Un modèle de Kripke pointé est une paire
〈M,w〉, où M est un modèle de Kripke et w est un monde
possible dans W.

Par la suite, chaque fois que nous utilisons le terme ‘mo-
dèle’, nous nous référons au ‘modèle de Kripke pointé’

Dans ce qui suit, la taille d’un modèle 〈M,w〉 est le
nombre d’éléments dans W, noté |M|.

Définition 3 (Relation de satisfiabilité). La relation |=
entre les modèles et les formules est définie récursivement
de la façon suivante :

〈M,w〉 |= p ssi w ∈ V(p)
〈M,w〉 |= ¬φ ssi 〈M,w〉 6|= φ

〈M,w〉 |= φ1 ∧ φ2 ssi 〈M,w〉 |= φ1 et 〈M,w〉 |= φ2

〈M,w〉 |= �aφ ssi (w,w′) ∈ Ra implique 〈M,w′〉 |= φ

Définition 4 (Validité). Comme d’habitude, une formule
φ ∈ L est valide (noté |= φ) si et seulement si elle est satis-
faite par tous les modèles 〈M,w〉. Une formule φ ∈ L est
satisfiable en K (noté estKSAT(φ)) si et seulement si 6|= ¬φ.
Nous utilisons aussi estKUNSAT(φ) pour signifier |= ¬φ.



5 Les fonctions d’abstractions

Dans la suite, nous définissons une traduction de la lo-
gique modale K à la logique propositionnelle classique.

Définition 5 (Traduction).

tr(φ, n) = tr′(nnf(φ), 0, n)
tr′(p, i, n) = pi

tr′(¬p, i, n) = ¬pi

tr′(φ ∧ ψ, i, n) = tr′(φ, i, n) ∧ tr′(ψ, i, n)
tr′(φ ∨ ψ), i, n) = tr′(φ, i, n) ∨ tr′(ψ, i, n)

tr′(�aφ, i, n) =

n∧
j=0

(ra
i, j → tr′(φ, j, n))

tr′(^aφ, i, n) =

n∨
j=0

(ra
i, j ∧ tr′(φ, j, n))

La traduction ajoute de nouvelles variables pi et ra
i, j à

la formule. pi signifie que la variable p est vraie dans le
monde wi alors que ra

i, j signifie que w j est accessible depuis
wi par la relation a.

Théorème 4. estKSAT(φ) si et seulement si
estSAT(tr(φ, nm(φ) + 1)).

Démonstration. Le résultat présenté dans le Théorème 4
provient directement de [25], §25.2.2 (où nm(φ) est le
nombre d’opérateurs modaux dans la formule φ). �

Pour décider la cohérence de la formule φ ∈ L, on peut
simplement alimenter le solveur SAT avec tr(φ, nm(φ) + 1).
En fait, c’est ce qui est globalement proposé dans Km2SAT
[26].

Le principal problème avec cela est que la traduction
peut générer une formule exponentiellement plus grande.
Dans cet article, nous essayons de contourner ce problème
en utilisant RECAR. Pour des raisons de simplicité, nous uti-
liserons maintenant tr(φ) pour signifier tr(φ, nm(φ) + 1).

Dans [5], les auteurs utilisent aussi ce type de traduction
pour la logique modale S5 vers la logique propositionnelle,
mais en remplaçant nm(φ) par le diamond-degree dd(φ)
qui est généralement plus petit. Malheureusement, ceci ne
peut pas être reproduit pour la logique modale K, voici un
contre-exemple :

Contre-Exemple 1. Soit φ = (p1 ∧ p2 ∧ p3) ∧ (^a(p1 ∧

p2 ∧ ¬p3 ∧ �a(p1 ∧ ¬p2 ∧ p3))) ∧ (^a(p1 ∧ ¬p2 ∧ ¬p3 ∧

�a(¬p1∧¬p2∧p3)))∧(�a^a p3), avec dd(φ) = 3. Cette for-
mule est satisfaite par le modèle illustré dans la Figure 3.
Cependant, il est facile de voir qu’il n’existe pas de modèle
satisfiant φ avec moins de 5 mondes possibles.

p1, p2,

p3

p1, p2,

¬p3

p1,¬p2,

¬p3

p1,¬p2,

p3

¬p1,

¬p2, p3

a

a

a

a

Figure 3 – M |= φ

5.1 Sur-abstraction

Maintenant, dans le but d’appliquer le framework
RECAR, nous avons besoin de trouver une sur-abstraction
qui respecte les conditions présentées dans la Section 3.

Définition 6 (Sur-abstraction). Soit φ ∈ L. La sur-
abstraction de φ, noté φ̂, est la formule tr(φ, 1).

Définition 7 (Raffinement). Soit 1 ≤ n ≤ nm(φ) + 1. Le
raffinement de tr(φ, n), noté refine(tr(φ, n)) est la formule
tr(φ, n + 1).

Théorème 5. Si estSAT(tr(φ, n)) alors estSAT(tr(φ, n+1)),
pour tous 1 < n ≤ nm(φ) + 1. (RECAR Condition. 2)

Esquisse de preuve. L’idée est que si φ est satisfaite par un
modèle M avec n mondes, alors nous pouvons trouver un
modèle M′ avec n + 1 mondes satisfaisant φ. Le monde ad-
ditionnel n’est juste pas accessible depuis les mondes déjà
dans M. �

Ce dernier résultat nous permet d’utiliser cette sur-
abstraction et cette fonction de raffinement dans l’approche
RECAR. Il est facile de voir que les Conditions 2 et 3 de
RECAR sont satisfaites.

5.2 Sous-abstraction

Pour faire comprendre l’intuition derrière la fonction
de sous-abstraction, nous utilisons un exemple. Soit φ =

(^p ∧ �¬p ∧ χ) pour un χ ∈ L, où nm(χ) est grand. φ
est clairement incohérente car (^p∧�¬p) est incohérente.
N’importe qui peut le voir directement sans même savoir
à quoi χ ressemble. Cependant, une approche CEGAR uti-
lisant la sur-abstraction et le raffinement définis plus tôt
va prendre un temps considérable avant d’être capable de
conclure à l’incohérence. La raison étant que chaque raffi-
nement tr(φ, n + 1) de la formule originale va être montré
incohérente et la procédure ne va s’arrêter que lorsque la
borne nm(φ) + 1 sera atteinte.

Pour éviter ces cas pathologiques, l’approche RECAR ef-
fectue aussi des sous-abstractions. Pour voir comment cela
fonctionne, reprenons notre exemple φ. Tout d’abord, nous
ajoutons à chaque conjonction dans φ, une nouvelle va-
riable si (un sélecteur) qui va être supposée vraie par le
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Figure 4 – Comment les sélecteurs sont appliqués à φ

solveur SAT, comme illustré par la Figure 4. Ensuite, nous
construisons notre première sur-abstraction tr(φ, 1) et nous
alimentons le solveur SAT avec. Le solveur va répondre in-
cohérent en fournissant un coeur incohérent exprimé avec
les si. De ce coeur incohérent, nous pouvons donc ex-
traire un ensemble de sélecteurs core. Supposons que, dans
notre exemple, core = {s1, s2}. Cela signifie que la formule
φ̌ = (^p ∧ �¬p), étiquetée par les sélecteurs est suffisante
pour montrer l’incohérence de φ avec seulement 1 monde
possible. Prouver l’incohérence de φ̌ va impliquer que φ
est incohérente. Il est à noter que, dans ce cas, nm(φ̌) est
bien plus petit que nm(φ). Ainsi, l’approche CEGAR appli-
quée à φ̌ va répondre bien plus rapidement, alors qu’elle
aurait probablement échouée sur l’ensemble de la formule
φ. Formellement, nous avons :

Définition 8 (Sous-Abstraction).

under(p, core) = p

under(¬p, core) = ¬p

under(�aφ, core) = �a(under(φ, core))
under(^aφ, core) = ^a(under(φ, core))
under((φ ∧ ψ), core) = under(φ, core) ∧ under(ψ, core)

under((ψ ∨ χ), core) =



under(χ, core) si (ψ = ¬si,

si ∈ core)
> si (ψ = ¬si,

si < core)
(under(ψ, core)
∨ under(χ, core)) sinon

Théorème 6. estKUNSAT(under(φ, core)) implique
estKUNSAT(φ).

L’intuition de la preuve qui suit est que chaque sélecteur
si active une branche dans une conjonction de la formule.
A chaque fois que la fonction ‘under’ est appelée avec un
core non-vide, les branches non-activées avec un sélecteur
venant de core vont être supprimées de la formule.

Démonstration. Soit φ une formule en NNF. Nous mon-
trons que estKSAT(φ) implique estKSAT(under(φ, core))
par induction sur la structure de φ. Supposons estKSAT(φ).
Alors ∃ M,w t.q. 〈M,w〉 |= φ. Il y a deux cas possible dans
la base d’induction : (1) φ = p et (2) φ = ¬p. Dans ces
deux cas, under(φ, core) = φ. Il y a quatre cas dans les
étapes d’induction :
(1) φ = ^a(ψ). ∃ M,w t.q. 〈M,w〉 |= ^a(ψ). Alors
∃ M,w′ t.q. (w,w′) ∈ R, 〈M,w′〉 |= ψ. Alors 〈M,w′〉 |=
under(ψ, core) par hypothèse d’induction. Ainsi 〈M,w〉 |=
under(φ, core) ;
(2) φ = �a(ψ). Ce cas est similaire à (1).
(3) φ = (ψ ∧ χ). ∃ 〈M,w〉 |= (ψ ∧ χ). Alors 〈M,w〉 |= ψ
et 〈M,w〉 |= χ. Alors 〈M,w〉 |= under(ψ, core) et 〈M,w〉 |=
under(χ, core) par hypothèse d’induction. Ainsi 〈M,w〉 |=
under(φ, core) ;
(4) φ = (ψ ∨ χ). Nous considérons trois cas :
(4.a) ψ = ¬si et si ∈ core. Alors ∃ 〈M,w〉 |= (¬si ∨ χ) mais
si ∈ V(w), alors 〈M,w〉 |= χ. Alors 〈M,w〉 |= under(χ, core)
par hypothèse d’induction. Ainsi 〈M,w〉 |= under(φ, core) ;
(4.b) ψ = ¬si et si < core. ∃ 〈M,w〉 |= (¬si ∨ χ). mais nous
avons toujours 〈M,w〉 |= >. Ainsi 〈M,w〉 |= under(φ, core).
(4.c) Ce cas est similaire à (3). �

Le Théorème 6 montre que la fonction ‘under’ satisfait la
Condition 4 de RECAR. Pour montrer qu’elle satisfait aussi
la Condition 5, notons que la taille de undern+1(φ, core) est
plus petit ou égale à celle de undern(φ, core′) (même si gé-
néralement les ensembles core et core′ sont différents).

6 MoSaiC : RECAR pour K-SAT

Nous avons implémenté l’approche RECAR pour le pro-
blème de cohérence en logique modale dans le solveur
MoSaiC, en utilisant les fonctions de sur et sous abstrac-
tions définies dans les sections précédentes. MoSaiC pos-
sède différentes fonctionnalités trouvées dans les solveurs
de l’état-de-l’art. Comme dans Km2SAT [26], il simpli-
fie la formule en entrée en effectuant différentes règles : le
Box Lifting, le Flattening et la règle de Truth Propagation
sur les opérateurs booléens et modaux (voir [26] pour plus
d’informations). MoSaiC utilise aussi le solveur Glucose
en mode incrémental [7, 1] pour décider la cohérence de
chaque sur-abstraction (ψ).

Notons que l’implémentation diffère légèrement de la Fi-
gure 5. Par exemple, nous n’appelons pas Glucose sur ψ
mais sur ψ sur laquelle nous avons appliqué les sélecteurs ;
nous n’avons pas besoin de générer la sous-abstraction φ̌
pour tester la condition (φ̌ = φ) : il suffit de connaître le
nombre de sélecteurs impliqués dans l’incohérence de la
formule. Nous retournons aussi un modèle de Kripke dans
la procédure principale, pas simplement SAT/UNSAT.

Nous tirons avantage d’une telle information pour four-
nir une nouvelle borne l. Et finalement, notons que dans



MoSaiC(φ) l ← 1 ψ ← tr(φ, l)

Glucose(ψ)SAT ψ ← tr(φ, l)

l > nm(φ) UNSAT

φ̌ ← under(φ, core) φ̌ = φ l ← l + 1

|

MoSaiC(φ̌)

l ← max(|M|, l + 1)

Esat

unsat

yes

no

yes

no

Eunsat
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Figure 5 – MoSaiC : RECAR pour la logique modale K

notre cas max(|M|, l + 1) retourne toujours |M| car il n’est
pas possible de trouver un plus petit modèle de Kripke que
M par construction de φ̌. L’approche CEGAR du solveur pré-
sentée dans la Section 7 utilise un schéma similaire, mais
sans l’étape récursif de RECAR.

7 Expérimentations

Nous comparons notre approche aux solveurs de l’état
de l’art considérés dans [21], c’est-à-dire à : KS P 0.1
[21], BDDTab 1.0 [9], FaCT++ 1.6.4 [28], InKreSAT 1.0
[15], *SAT 1.3 [8], Km2SAT 1.0 [26] combiné avec le
même Glucose que dans MoSaiC, Spartacus 1.0 [10] et
une combinaison de l’Optimized Functional Translation
[12] et Vampire 4.0 [17]. MoSaiC est configuré comme
une approche CEGAR classique et comme une approche
RECAR. Nous avons choisi d’exécuter ces solveurs sur les
benchmarks suivant : L’ensemble complet des formules
“TANCS-2000 modalised QBF (MQBF)” [20] complété
avec les formules MQBF fournit dans [15], 1016 formules,
617 cohérents, 399 incohérents ; Les formules LWB [2],
avec 56 formules choisit parmi les 18 classes, générées par
le script fournit par les auteurs de [21], 1008 formules,
504 cohérents, 504 incohérents ; Les formules 3CNFKS P

générées aléatoirement [22] de profondeur modale égale
à 1 ou 2, 1000 formules, 457 cohérents, 464 incohérents.
Peu des solveurs considérés peuvent gérer des modalités
multiples comme MoSaiC, de plus, à notre connaissance,
il n’existe pas de benchmarks pour la logique modale K
contenant plusieurs modalités. Nous avons utilisé une li-
mite de mémoire de 32 Go et une limite de temps de 900

Figure 6 – Scatter-plot CEGAR contre RECAR

secondes par solveur par benchmark. Notons que pour des
soucis d’espace, les résultats présentés ici sont globaux 2.
Le comportement des solveurs varie beaucoup en fonction
des familles de benchmarks. Nous croyons cependant que
ces résultats fournissent une vision intéressante des capaci-
tés de l’approche proposée.

7.1 RECAR contre CEGAR

Nous pouvons voir sur la Figure 6 que dans la plus
grande partie des benchmarks, l’approche RECAR surpasse
l’approche CEGAR. La sous-abstraction fournit souvent une
formule avec une borne plus petite, ce qui produit des CNF
d’une taille raisonnable que le solveur SAT peut gérer. No-
tons que sur cette Figure, les memory-out des approches
CEGAR et RECAR sont affichés comme des time-out, c’est-à-
dire des points à 900 secondes. La différence dans les ré-
sultats vient majoritairement de la capacité de RECAR de ré-
soudre des benchmarks incohérents : (1118/1367) bench-
marks résolus par RECAR contre (155/1367) benchmarks
résolus par CEGAR. Pour les benchmarks cohérents, l’amé-
lioration de la borne venant de la sortie d’un appel récursif
permet d’atteindre plus rapidement une sur-abstraction co-
hérent.

7.2 Comparaison avec les solveurs de l’état-de-l’art

Nous pouvons voir sur la Figure 7 que l’approche CEGAR
utilisant notre sur-abstraction est le pire solveur alors
que notre approche RECAR surpasse les autres solveurs.
Km2SAT effectue un raisonnement spécifique capable de
détecter rapidement certains des benchmarks incohérents
sans avoir besoin de générer la CNF complètement, ce
qui explique pourquoi il réussi mieux que notre approche
CEGAR. *SAT alterne des raisonnements au niveau propo-
sitionnelle et au niveau modale, il peut donc être considéré

2. Des résultats additionnels peuvent être trouvés à l’adresse suivante :
http://www.cril.univ-artois.fr/~montmirail/mosaic



Figure 7 – Distribution des temps de résolutions

comme une approche CEGAR utilisant une sous-abstraction.
Il obtient de bons résultats, malgré le fait qu’il est lié à un
vieux solveur, SATO 3. Notre meilleur compétiteur, Spar-
tacus, est basé sur une méthode des tableaux, pas sur une
approche utilisant un solveur SAT : les approches basées
sur SAT n’étaient pas les meilleurs approches pour attaquer
des problèmes de cohérence en logique modale K jusqu’à
présent. Spartacus atteint la plus part du temps la limite de
temps sur ses benchmarks non-résolus alors que nous épui-
sons la mémoire disponible : les solveurs se comportent
différemment et ont différentes limites.

8 Conclusion

Nous avons proposé ici une nouvelle approche pour ré-
soudre des problèmes de décision en utilisant une approche
basée sur du raffinement d’abstractions récursives. Nous
avons montré la correction et la complétude de cette ap-
proche et nous l’avons instancié pour le problème de la co-
hérence d’une formule en logique modale K. Nous avons
comparé notre approche face aux solveurs représentant, à
notre connaissance, l’état-de-l’art pour la résolution pra-
tique du problème K-SAT, sur une large gamme de bench-
marks de logique modale K. Une simple approche CEGAR
utilisant une sur-abstraction n’est pas compétitive du tout,
due aux nombreux benchmarks disponibles qui sont inco-
hérents. Notre approche RECAR, mixant les court-circuits
SAT et UNSAT, surpasse les autres solveurs sur les bench-
marks considérés. Ces résultats prometteurs sont une pre-
mière étape vers des solveurs de logique modale plus ef-
ficaces : MoSaiC peut être étendu à d’autres logiques mo-
dales tel que KT, S4, S5 et KD45, en adaptant la traduc-
tion vers la logique propositionnelle. Nous croyons aussi
que RECAR est une approche prometteuse pour attaquer des
problèmes de décision au dessus de NP dans la hiérarchie

3. *SAT est profondément lié à SATO, ce qui rend très difficile une
mise-à-jour avec un solveur SAT plus récent

polynomiale. Il n’est pas encore clair pour nous si les ap-
proches CEGAR existantes pour QBF telles que [13] peuvent
être exprimées dans notre approche. C’est un futur travail
passionnant.
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